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А. Михайлов

Когда день

равен ночи?

Казалось бы, ответ очевиден: про-

продолжительности дня и ночи одина-

одинаковы во время равноденст-
в и й. то есть 21 марта и 23 сен-

сентября ежегодно. (Интересно отме-

отметить, что в латыни, а оттуда и в

ряде европейских языков, вместо

слова «равноденствие» употребляет-
употребляется слово «равноночие»

-— equino-
ctium, что, конечно, обозначает то же

самое.) Именно в эти дни Солнце
в своем годичном движении по эклип-

эклиптике проходит через небесный эква-

экватор, который пересекается с гори-
горизонтом по диаметру небесной сфе-
сферы, так что всегда половина эква-

экватора находится выше и половина —

ниже горизонта (рис. 1). Следова-

Следовательно, во время равноденствий по-

половина суточного пути Солнца про-
проходит над горизонтом и половина -

под ним; другими словами, продол-
продолжительность дня равна продолжи-

продолжительности ночи.

Проверим это, выписав из кален-

календаря времена восхода и захода Солн-

Солнца в ближайшие к равноденствиям
дни. При этом лучше выбрать год,
наиболее удаленный от високосного,

чтобы уменьшить влияние неравно-

неравномерности течения календарных лет,

вызванной включением в каждый

четвертый год добавочного дня —

29 февраля. (Эта добавка необходи-
необходима для того, чтобы со временем не

разойтись с годом природы
- - так

называемым тропическим годом, со-

содержащим 365, 2422 суток.)

В таблице приведены данные о

восходе и заходе Солнца (а также

продолжительности дня и ночи и

разность между ними), взятые из

астрономического календаря на

1978 год, для Москвы (точнее —

для пункта, с географической широ-
широтой + 56 градусов, что па 1/4 градуса
севернее Москвы). В отличие от ка-

календаря время указано не местное,

а московское декретное, что, конеч-

конечно же, не изменяет продолжитель-

продолжительности дня и ночи.

Из таблицы видно, что равенство

дня и ночи наступает почти на три

дня раньше астрономического

весеннего равноденствия и на столь-

столько же позже осеннего. В чем при-

причина такого странного явления? ¦

Прежде всего заметим, что мо-

моментом восхода (захода) Солнца
считается момент, когда в е р х и и й

край солнечного диска появляется

(исчезает) на линии идеального

горизонта, как, например, на море.

При этом центр Солнца нахо-

находится ниже линии горизонта на ви-

видимый угловой радиус солнечного

диска, равный 16', что удлиняет день
на удвоенное время, нужное на под-

поднятие (или опускание) Солнца на

такой угол.

Существует еще другое явление,

оказывающее более значительное

влияние на увеличение продолжи-

продолжительности дня. Это — астрономиче-
астрономическая рефракция. Поясним ее суть.

Северное полушарие неба

Осеннее
равноденствие

Весеннее
рчвноденствне

Юм ное Лолучшрие неба

РнС. I.
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Таблица

Март 17
18
19
20
21

Сентябрь 23
24
25
26
27

Ч

6

6
6
6

6
6
6
6

6

Восход

чин

41

38

34

31

18

22
4

ч

18

18
18
18

18
18
18
18
18

Заход

НИН

37

41
43
4

8
2
22

17

Ч

II

12

12
12
12

12
1
12
11
11

Продолжктсл ьность

дня

UN

56

01
05
09
14

1
07

58
53

ч

12

11
II

11
11

11
11
1

12

НОЧИ

ы

04

59
55

51
4

48
5

8

07

Разность
НИИ

-08

+ 02
+ 10
+ 18
+ 28

+ 24

+ 14

+04
-04
— 14

Лучи света от небесного тела,

прежде чем попасть в глаз наблю-

наблюдателя, проходят сквозь земную ат-

атмосферу, преломляясь в ней, как в

призме. Так как плотность атмосфе-
атмосферы увеличивается к поверхности
Земли, лучи преломляются все силь-

сильнее и сильнее по мере приближения
к Земле.

Пусть наблюдатель находится в

точке О (рис. 2). Свет от удаленного
объекта, например Солнца, приходит .

на Землю практически параллельным
пучком. Если бы преломления света

не было, наблюдатель увидел бы
Солнце по направлению OS. Но, вой-

войдя в атмосферу, лучи преломляются,
приближаясь к перпендикуляру к

плоскопараллельным слоям, и на-

наблюдатель увидит Солнце по направ-
направлению касательной OR к последнему
элементу луча. При этом действи-
действительное положение Солнца - - точка

S' (BS' параллельно OS).
Таким образом. Солнце кажется

наблюдателю приподнятым над го-

горизонтом выше своего действитель-
действительного положения на угол рефракции
ROS. Если светило находится в зени-

зените, преломления света не происходит
и угол рефракции (или просто ре-
рефракция) равен нулю. Наибольшей
величины — 35' — рефракция до-

достигает тогда, когда Солнце появля-

появляется над горизонтом или заходит за

горизонт. Рефракция поднимает
Солнце над горизонтом на 35', в то

время как диаметр солнечного диска

виден с Земли под утлом всего лишь
32'.

быстрое изменение рефракции у
самого горизонта приводит еще к

одному любопытному явлению, ко-

которое, вероятно, замечали многие

читатели — у горизонта Солнце ка-

кажется нам заметно сплюснутым по

вертикали (рис. 3). Действительно,

рассмотрим момент, когда нижний

край солнечного диска виден касаю-

касающимся горизонта, а на самом деле

находится на 35' ниже. Верхний край
диска приподнимается -рефракцией
слабее, всего на 29'. Это различие
и приводит к искажению формы сол-

О\ Поверхность Земли

Рис. 2.

Горизонт
Рис. 3.

1
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печного диска. Когда Солнце подни-

поднимается выше над горизонтом, раз-
разность между рефракцией нижнего

и верхнего краев быстро уменьшает-
уменьшается и Солнце приобретает свой обыч-
обычный вид.

Вернемся к вопросу о продо.1
жнтелыюстн дня и ночи. Оба упомя-
упомянутых явления удлиняют день и уко-

укорачивают ночь: Солнце утром восхо-

восходит раньше и вечером заходит позже

«геометрических» восхода и захода,

определяемых моментами. когда

центр Сатина пересекает горизонт.
Упреждение восхода и запаздывание

захода определяются временем, ко-

которое требуется на изменение высо-

высоты Солнца у горизонта на 16'-г35' =
= 51'. Это время, в свою очередь,
зависит от географической широты ср
места.

Небесный экватор пересекает го-

горизонт под углом 90°—цк При ф = 0,
то есть на земном экваторе, небес-

небесный экватор расположен вертикаль-
вертикально. Там Солнце в своем видимом су-
суточном движении, вызванном враще-
вращением Земли, поднимается утром и

опускается вечером перпендикуляр-
перпендикулярно к горизонту, проходя 5 Г за время

3, 4 минуты (из расчета, что полный

оборот Земли на 360° происходит за

24 часа).
В Москве, широта которой близка

к 56D, небесным экватор наклонен

к горизонт) на угол 90°—5E° = 34°.

Здесь Солние при восходе поднима-

поднимается и при заходе опускается наклон-

наклонно, поэтому его высота меняется мед-

О 1'ори юн/п

У V*

Деннее. В прямоугольном треуголь-
треугольнике SOA (рис. 4) гипотенуза SA

равна катету OS, деленному на синус
противолежащего угла:

\SA\= 51'/sin 34» = 91.2'.

Это соответствует времени 6,08 ми-

минуты. Из таблицы следует, что вре-
время восхода и захода Солнца вблизи

равноденствий изменяется в среднем

на 2,4 минуты в сутки, поэтому для
изменения высоты Солнца на 51' в

6,08 мин требуется около 2,5 суток".
На столько действительное равно-
равноденствие бывает раньше весной и

позже осенью. Другими словами,

равенство дня и ночи фактически бы-

бывает 18— 19 марта и 25—26 сентября
(а не 21 марта и 23 сентября).

Отрадно отметить, что у нас свет-

светлое время года, когда день бывает

длиннее ночи, продолжительнее тем-

темного. Если взять невисокосный год

в 365 суток и принять, что день ра-
равен ночи 18 марта и 25 сентября,
то промежуток между этими датами

составит 191 сутки, а с 25 сентября
до 18 марта следующего года -- 174.
то есть светлое время года на 17 су-
суток больше темного. Эта разность
складывается из десяти суток, свя-

связанных с описанными выше явле-

явлениями, и из семи суток, которые вы-

вызваны неравномерностью движения
Земли но своей орбите. Земля дви-

движется быстрее близ перигелия, кото-

который она проходит ежегодно в первых
числах января, н медленнее близ

афелия, наступающего в начале

июля. Если сосчитать число суток
между астрономическими равноден-
равноденствиями, то с 21 марта по 23 сен-

сентября их будет 186. а с 23 сентября
до 21 марта следующего года —

всего 179. Но первый промежуток
приходится на весну и лето в север-

северном полушарии и на осень и зиму
в южном полушарии. Поэтому мы,

жители севера, находимся в более

благоприятном положении, так как

у нас теплое и светлое время года

продолжительнее холодного и тем-

темного, в отличие от жителей южно

го полушария, где осень и зима про-

продолжительнее м в среднем холоднес.

Рис. 4.
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Б. Вертгейм

Метод

неподвижных

точек

Когда мы ищем решение какого-нибудь
уравнения, хорошо знать заранее, что у него

есть решение
— ведь если нет, то зачем

время зря тратить? Это соображение стано-

становится весьма серьезным, когда речь идет

о решении сложных уравнений и систем на

мощных ЭВМ с дорогостоящим машинным

временем. Поэтому очень важную роль играют

так называемые теоремы существо-
существования, которые заранее гарантируют нали-
наличие решения. Об одной из них —

теореме
Брауэра о неподвижной точке, интересной
и полезной уже на школьном уровне,— и рас-
рассказано в этой статье.

Прогулка
Начнем с прогулки, помня о пользе

и вечности движения; в пути будут
и неподвижные точки, и уравнения.

Путников двое: один направляется
из пункта а в пункт Ь, другой все

время гуляет на дороге ab. Очевидно,
их встреча неизбежна: путники хотя
бы раз поравняются (окажутся одно-

одновременно в одной точке). Опишем
это подробнее (рис. I).

Пусть х — координата первого
(а<х<6) путника и скорость его

постоянна; у
— координата второго

(а<у<6). Каждому значению х

(положению первого путника) со-

соответствует единственное значение у

(положение второго путника в тот же

момент времени); итак, имеем функ-
функцию y

= f(x). Уравнение

f(x)=x

определяет место встречи.

Пример 1. Пусть а = 0, b =
= 1000 м, «/=100 + 6.7*. Если * = 0,
то у

= 100; если х = 1000. то у = 800 -

первый обошел! Уравнение 100 +

к & ь

Рис. 1
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+ 0,7л: = х даст координату л=

= 333-д м — здесь первый догонит

второго.
Если движение второго послож-

посложнее, то и функция /, и уравнение
встречи будут потруднее, но нее рав-
равно очевидно, что хотя бы одна

встреча произойдет.
Однако это «очевидно» нас как

математиков не устраивает; прежде
чем пойти дальше, мы уточним

математическую постановку задачи
и докажем существование встречи.

Предположим (как в примере 1).
что функция f отображает отрезок
[а: Ь] в себя, т. е. для всех х 6 [о; Ь]
имеем a<f(x)<b. Тогда всякое ре-
решение уравнения j(x) =x называется

неподвижной точкой отображения /.
(В нашем примере неподвижная точ-

точка— это как раз точка встречи.)
Когда же она есть?

Теорема. У всякой непрерыв-
непрерывной функции /, отображающей отре-
отрезок \a\b\ в себя, существует непод-

неподвижная точка.

В теореме существенны как непре-
непрерывность функции f, так и то. что

речь идет об отрезке.

Упражнение 1. Укажите

пример разрывной функции f, отобра-
отображающей [о; Ь] в себя, без непод-
неподвижной точки.

Упражнение 2. Укажите

примеры непрерывных функции,
отображающих в сеОя, без неподвиж-
неподвижных точек: а) объединение двух от-

отрезков [я; b\\j[c; d\\ б)* интер-
интервал (a; b [

Для доказательства теоремы воо-

вооружимся красным и синим каранда-
карандашами. Прежде чем их пустить в ход,

обозначим

ц,(х) =/(*)—х.

Ясно, что с € [а: Ь\ будет непод-

неподвижной точкой для / тогда и только

тогда, когда с—корень уравнения
tfr(x)=f{x)—х = 0. Поэтому мы бу-
будем искать корень этого уравнения.
Заметим, что из условий а<х<6,
a<((x)<b сразу следует <р(а)>0
и (f(*)<(). Мы "будем считать оба

неравенства строгими (в противном

случае задача решена). Разделим

теперь отрезок [о; Ь\ на 10 равных
частей и раскрасим в красный цвет

все отрезки, для которых значение

Рис. 2.

функции (f положительно па левом
конне (рис. 2). Крайний слева отре-
отрезок, конечно, красный: будем дви-
двигаться слева направо пока не нат-

наткнемся на первый синий отрезок
(рис. 2) или не дойдем до конца

[о; Ь] (рис. 3). Обозначим через
[а\\ Ь\\ последний красный отрезок,
пройденный при таком движении.

Тогда (f(a,)>0 и ф(/?1)<0 и можно

начать.все сначала: поделить [аь-6|]
на 10 равных частей, раскрасить их

в красный и синий цвета по тому же

принципу н найти отрезок [«о: 6J.
для которого ц){аг)~>0 и срFаК0.
И так далее. Получим возрастающею
ограниченную последовательность

точек

У гакой последовательности (см. «Ал-

«Алгебра и начала анализа У», п. 3'2)
существует предел c=]irria*. Пока-

Покажем, что ф(с) =0. Если бы это было

не так. то, взяв t = yl'ffc) |. мы легко

придем к противоречию с определе-
определением непрерывности функции ц.
Действительно, при <р(с)<0 для лю-

любого 6 найдется yV такое, что \с—
—ov|<6; но (p(a,v)>0, значит,

)ф(с) — iHo.v) |>|iMc) (>»» что не-

невозможно, ибо vf — непрерывна. При
ij)(c) >0 получается аналогичное про-
противоречие из неравенства \ц(с)~

(М |>М) |Ф |М) |
Чтобы понять, как применяется

доказанная теорема, рассмотрим

Пример 2. Есть ли корни у
уравнения

cos х3—дг = О?

Функция cos*3 непрерывна; она

отображает отрезок [—п/2, л/2] в

себя (даже в отрезок [— I, [])\ зна-

значит, по теореме существует ре-
решение с € (—я/2, л/2|.
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Рис. 3

Заметим, что числа а„ , б„ ¦ - это

приближения к корню, и что делить

отрезок можно не на 10, а скажем,

на 2 части; такой прием (способ
Больцано — по имени чешского ма-

математика) фактически применяется
наряду с другими алгоритмами при-
приближенного решения уравнений.

Кроме того, наша теорема ниче-

ничего не говорит о числе неподвиж-

неподвижных точек: ясно, что их может быть

много.

К >0 существует такое 5>и, что

дня всех точек х€М, удаленных от

Хо на расстояние, меньшее 6, расстоя-
расстояние между их образами / (х0) и f (x)
оказывается меньше Е .

Для случая, когда М лежит на

числовой прямой, расстояния между
точками равно |аг0—х\, между их об-

образами — |/ {xo)—f (x)\, так что на-

наше определение в сущности совпа-

совпадает с определением непрерывной
функции («Алгебра и начала анали-

анализа 9», п. 38).
Наглядный смысл определения в

том, что непрерывное отображение /"
не должно иметь разрывов

-- очень

близкие точки не могут слишком да-

далеко оторваться друг от друга.
Как и раньше, мы назовем точку

х € М неподвижной точкой отобра-
отображения / множества М в себя, если

f(x)=x.
Когда у отображения f обязатель-

обязательно есть неподвижная точка? Ответ
на этот вопрос дает

Чашка кофе

А теперь
— чашка кофе! Размеши-

Размешивая его плавными круговыми движе-

движениями, увидим в центре неподвиж-

неподвижную точку. При некруговых движе-

движениях картина сложнее, но если

рассмотреть положения частиц в два

разных момента времени, можно

найти частицу, неподвижную в том

смысле, что она оба раза
— не,

быть может, не все время! — нахо-

находится в одном и том же месте.

Это очевидно, если принять физи-
физическое условие неподвижности час-

частиц у стенок из-за трения, и не

очевидно — но верно! — и без такого

условия, лишь бы имела место не-

непрерывность соответствующего ото-

отображения (то есть «близкие» час-

частицы не расходились бы слишком

далеко).
.
Чтобы «математизировать» рас-

рассмотренную ситуацию, нам будут
нужны некоторые определения.

Пусть /VI — множество точек (на-
(например, часть прямой, плоскости или

пространства); / —' отображение
•множества М в себя: оно каждой
точке х€М ставит в соответствие

ее образ y = f{x) ? М. Такое отобра-
отображение называется непрерывным, ес-

если для любой точки дго ? М и любого

Теорема Брауэра
о неподвижной точке

Эта знаменитая .теорема строго до-
доказана не так уж давно — в 1911 го-

году*). Вместе с многочисленными

обобщениями она играет выдающую-
выдающуюся роль в ряде областей современ-
современной математики. Теоремы о непо-

неподвижных точках важны и в теории,
и для приложений: их применяют и

для расчета крыльев самолетов, и для

анализа оптимальных стратегии и

состояний равновесия в играх, и в

математико-экономических моделях.

Т е о р ема Брауэра. У вся-

всякого непрерывного отображения f
круга М (вместе с его границей)
в себя существует неподвижная

точка.

Эта теорема верна не только для

.круга /VI, а для любого выпуклого
ограниченного множества, содержа-
содержащего свою границу, например для

прямоугольника, треугольника или

вообще выпуклого многоугольника
на плоскости, для куба или шара в

пространстве.

") Л. Э. Я. Брауэр — голландский ма-

математик; до него теорему применял латыш-

латышский математик П. Боль, и ее называют еще

теоремой Боля — Брауэра.
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Рис. 4.

Однако они справедлива не для

нсякого /V/:

Упражнение 3. Укажите при-

пример ограниченного множества М

на плоскости и его непрерывного

отображения в себя без неподвиж-
неподвижной точки.

Упражнение 4 *. Постройте
непрерывное отображение круга без

границы в себя, не имеющее непод-

неподвижной точки.

Упражнение 5. Постройте
разрывное отображение круга (с гра-
границей) А1 в себя без неподвижной
точки.

Л\ы не будем доказывать георе-

георему Крауэра в наиболее общей ситуа-
ситуации, а рассмотрим случай, когда М —

равносторонний треугольник. Для
доказательства нам вновь потребу-
потребуются цветные карандаши, но теперь
уже три: красный, синий и зеленый.

(В пространстве Потребовалось бы

четыре!) Они будут нужны для до-

доказательства одного вспомогательно-

вспомогательного утверждения, известного под на-

названием

Лемма Шиернера

На рисунке 4 показана «сеть» для

лова точек в правильном треуголь-
треугольнике АНС со стороной а. Узлы отме-
отмечены кружками, из каждого узла
неходит 3 линии (ребра), соединяя

его с соседними узлами. Ячейки се-

сети — нранильные шестиугольники со

стороной Ъ. Стороны треугольника
разделены на л равных частей, точ-

точки деления центры граничных

ячеек. Очевидно, nb'v3=a и

1п+1) (л + 2)/2 — общее число

ячеек.

Каждая внутренняя вершина при-
принадлежит трем, а граничная

-

двум
ячейкам.

Пометим теперь числом I все

ячейки, кроме последней одной сто-

стороны, числом 2 — ячейки второй,
числом 3 — ячейки третьей (рис. 4).
Оставшиеся (внутренние) ячейки по-

пометим числами I. '2, 3 совершенно
произвольно. Раскрасим ячейки типа

1, 2 и 3 в зеленый, синий и красный
цвет соответственно. Назовем вер-

вершину полной. ес:ш она содержится

в ячейках всех трех цветов.

Лемма. Существует полная

вершина*).
Доказательство. Строим шаг

за шагом ломаную, составляя ее из

ребер «тина 1—2», примыкающих
к ячейкам с числами 1 и 2. Начнем
с края, где по условию есть лишь
одно такое «двухцветное» ребро popi,
и за конечное число шагов прихо-
приходим к полной вершине: если ребро
типа I—2 рь ip*. k—l. 2 приве-
привело пас к неполной вершине рк, то

найдется еше одно ребро гнпа I—2,
исходящее из узла pk (рис. 5), оно

даст вершину'/>*+i'Vpft- Этот путь,
очевидно, не возвращается ни па

край, ни к пройденным вершинам

(почему?). Так как множество вер-
вершин конечно, то ломаная обязатель-
обязательно закончится в полной вершине.

Лебедь, рак да щука

Докажем теперь георему Брауэра
для случая, когда М - - правильный

*) Эта лемма лишь частный случай зиа-

ченнтой леммы, нрииада^жгнш-й немецкому
математику Шпернеру.

Рщ-1

Рис. 5.
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треугольник ABC (рис. 4). Пометим

точку А числом \, В — числом 2.
С — 3 и запишем эти числа в соот-

соответствующих трех ячейках. Далее, в

ячейках с центрами на стороне АВ

пишем 1. на ВС — 2, на СА — 3.

Каждой внутренней точке х ставим

в соответствие метку
— одно из чи-

чисел 1, 2, 3 — по следующему прави-
правилу: число 1. если расстояние от точ-

точки х до стороны А В не больше, чем

расстояние от точки y = f {x) до Л В

(точка х не «снижается» при ото-

отображении /); если этого пет. то берем
число 2. когда точка х не прибли-
приближается к ВС (расстояние от х до

ВС не больше расстояния от у до

ВС); в остальных случаях берем 3 -

при этом точка х удаляется от сторо-
стороны СА (см. па рисунке 4 области

для ху, которым отвечают метки

I, 2, 3). Запишем в каждую внут-
внутреннюю ячейку метку ее центра.
По лемме Шпернера найдем гюлную
вершину *о и вспомним знаменитую
басню Крылова:

...Лебедь рвется в облака.
Рак пятится назад.

а щука тянет в воду —

Да только воз и ныне там!
Мы как раз ищем неподвижную точ-

точку: подобие этого воза из басни со-

составляют ячейки с числами 1, 2. 3,
связанные с полной вершиной jc<>-

(Эта вершина «почти неподвиж-

неподвижна» - - при достаточно малом Ь она
мало приближается к АВ. к ВС и к СА,
т. е. мало двигается.)

Возьмем теперь последователь-

последовательность чисел Ь\, Ьг, .... bk стремя-
bk стремящихся к нулю, и для каждого k

найдем свою полную вершину**. По-

Получим последовательность точек

ху х2 xk,...

Первый случай. Если эта по-

последовательность сходится*) к точке

jc=lim jf*, то х — неподвижная точ-

ка данного отображения. (Ее непо-

неподвижность следует из того, что х

не приближается ни к одной из трех

сторон треугольника.)
Упражнение 6. Докажите не-

неподвижность точки х.

Второй случай. Цел и последо-

последовательность Х[. А А'*, ... НС СХО-

СХОДИТСЯ, то можно подобрать последо-

последовательность номеров Л|<П2<...
...<«*<... так, чтобы последователь-

последовательность точек

сходилась к некоторой
х' = Iim

точке

*«»¦

Упражнение 7. Докажите су-
существование такой последователь-
последовательности номеров Я|. п2 и*.... и не-

неподвижность точки х'.

Развитие

метода неподвижных точек

Теорема Брауэра. которую мы дока-

доказали для отрезка и для треугольника,
обобщается не только иа трехмерное
пространство (как было указано вы-

выше), но и на «пространство любого
числа измерений». Более того, поль-

польский математик Ю. Шаудср обобщил
ее на случай «бесконечномерных»
пространств. Дальнейшее развитие
это направление получило в рабо-
работах академика А. Н. Тихонова. Поль-
Польский математик С. Банах доказал

важную теорему о сжатии прост-
пространств, обогатившую метод непод-

неподвижных точек. В последнее время

построения, подобные рисунку 4,

применяются для счета на ЭВМ'при-
ближенин к неподвижным точкам и

для решения многих близких задач.

Упражнения

8. Применяятеорему Брауэра (для от-

отрезка) показать, что следующие уравнения

имеют решение а) х—cos х-0; б» cos (sin*)

9. Отображениеf:(x. y)—{x'. у'), где

х' =¦ х2 + I .Ъху. у" -- О.Ьху+у>. на отроке

S*={(jt. y)\x>0. у>0, х + у=*\) имеет непо-

неподвижную точку. Доказать это по теореме

Брауэра. а также решая систему x = j°

+ 1.5ху; у »= 0.5x1/ -¦- у7.
10. Показать,что система

= sin (х + у),

0.5 (х2 fxi/3)

имеет решение.
11. Исследоватьсистему

*) Говорят, что последовательность то-

точек сходится, если сходятся обе последова-

последовательности координат точек

на сушестповаиие ненулевого решения (по тео-

теореме Брауэра). Решить ее элементарными

средствами.
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В. Можаев

Тепловое

расширение
твердых тел

Хорошо известно, что практически
все твердые тела при нагревании

расширяются. Это — универсальное
свойство твердых тел. Относительное

удлинение большинства твердых тел

при нагревании на 1°С составляет
¦~10~8. Чтобы понять природу этого,
на первый взгляд, очевидного явле-

явления, необходимо разобраться в ха-

характере взаимодействия между ато-

атомами в твердом теле.

Любое твердое тело состоит нз

устойчивой системы частиц — ато-

атомов, ионов или молекул.
- - взаимо-

взаимодействующих друг с другом. Мы ие

будем подробно останавливаться на

природе этих взаимодействий, а рас-

рассмотрим их общин характер.
Для устойчивости ансамбля час-

тин, образующих твердое тело, необ-

необходимо наличие двух типов сил: сил

притяжения, которые не дают рас-

распасться такой системе, и сил оттал-

отталкивания, ие позволяющих частицам

слиться друг с другом. Эти силы

зависят от расстояния между части-

частицами. И силы притяжения, и силы

отталкивания тем больше, чем мень-

меньше это расстояние. Однако но мере

уменьшения расстояния абсолютная

величина силы отталкивания возра-
возрастает гораздо быстрее, чем абсолют-

абсолютная величина силы притяжения.
На рисунке 1 приведен общий вид

зависимостей силы притяжения (а) и

силы отталкивания (Ь) от расстоя-
расстояния между частицами твердого тела.

Кривая с — это результирующая
этих сил, которая и описывает ха-

характер силы взаимодействия. На рас-
расстоянии г = гй силы отталкивания

уравновешивают силы притяжения, и

результирующая сила взаимодей-

взаимодействия обращается в нуль. Расстоя-
Расстояние г0 между частицами соответст-

соответствует устойчивому состоянию равно-

равновесия. Действительно, смещение ча-

частиц из положения раиовесия приво-

приводит к появлению результирующей
силы, которая стремится вернуть их

в положение равновесия.

Для описания взаимодействия

между частицами обычно используют
понятие энергии взаимодействия. На

рисунке 2 приведен график зависимо-

зависимости энергии взаимодействия от рас-
расстояния между частицами. Числен-

Численное значение энергии при расстоя-
расстоянии г между частицами I и 2 равно
работе, которую необходимо совер-
совершить, чтобы переместить частицу 2

нз бесконечности, где энергия взаи-

взаимодействия равна нулю, в точку, на-

и,

ft

Рис. I.

10

Рис. 2.
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холящуюся на расстоянии г от части-

частицы 1. При сближении частиц до рас-
расстояния го работа совершается си-

силами притяжения
— энергия взаимо-

взаимодействия в этой области отрицатель-
отрицательна. При сближении от расстояния
Ло до расстояния г<го необходимо

совершать работу против сил оттал-

кивамня — в этой области энергия
взаимодействия положительна. В по-

положении устойчивого равновесия
(при г*=го) полная энергия взаимо-

взаимодействия достигает минимального

значения.

Вблизи абсолютного нуля части-

частицы в твердом теле располагаются на

расстояниях г0 друг от друга, нахо-

находясь на дне потенциальной ямы

(в энергетическом смысле этого

слова). При нагревании твердого те-

тела происходит увеличение полной

энергии Е частиц. Эта энергия, от-

отсчитываемая от дна потенциальной

ямы, включает в себя кинетическую
и потенциальную энергии частиц.
Единственной доступной формой
движения частиц в этом случае

является колебательное движение

около положений равновесий. Пол-
Полная энергия ? колеблющейся частн-

цы в твердом теле, так же как и

энергия молекул газа, пропорцио-
пропорциональна температуре Т.

Рассмотрим колебания частицы,
находящейся в потенциальной яме

(на участке, заштрихованном на ри-
рисунке 2) и обладающей полной

энергией Е. Для простоты пусть ча-

частица / неподвижна, а колеблется

частица 2. В момент прохождения
положения равновесия (точка О на

рисунке 3) частица 2 обладает мак-

максимальной кинетической энергией,
равной Е." При движении частицы
влево от положения равновесия ки-

кинетическая энергия расходуется на

преодоление сил отталкивания ее от

частицы / и переходит в потенциаль-

потенциальную энергию взаимодействия. Откло-

Отклонение влево происходит до тех пор,
пока вся кинетическая энергия ча-

частицы не перейдет в потенциальную
энергию. Это происходит в точке А
на расстоянии JCi от положения рав-

равновесия. В этой точке частица оста-

останавливается и начинает двигаться

в обратном направлении. При движе-

движении вправо от положения равнове-
равновесия кинетическая энергия частицы 2

расходуется на преодоление сил при-
притяжения к частице / и также пере-

переходит в потенциальную энергию

взаимодействия. В точке В, находя-

находящейся на расстоянии хг от положе-

положения равновесия, вся кинетическая

энергия переходит в потенциальную.

и
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частица останавливается и начинает

двигаться влево.

Общий характер поведения части-

частицы 2 мы описали. Теперь рассмот-
рассмотрим его более детально.

Обратимся снова к рисунку I.
В окрестности точки г0 зависимость

F (г) можно приближенно, с опре-
определенной степенью точности, считать

линейной. В этом случае сила F(x),
возникающая при отклонении части-

частицы от положения равновесия на рас-
расстояние х, пропорциональна этому

отклонению и направлена к положе-

положению равновесия. (Мы полагаем, что

такие силы возникают при упругих
деформациях твердых тел. Именно из

этого предположения и следует закон

Гука.) В таком приближении изме-

изменение потенциальной энергии части-

частицы в окрестности точки г0 описыва-

описывается зависимостью

U(x)
Кх*

где К - - некоторый постоянный ко-

коэффициент, и частица совершает гар-
гармонические колебания с частотой

(о= VK/m. Поэтому такое прибли-
приближение называют гармоническим.

Можно ли, ¦ остановившись па

гармоническом приближении, объ-

объяснить тепловое расширение тел?

Нет. И вот почему. Потенциальная

кривая U (х) в гармоническом при-
приближении — это парабола, симмет-

симметричная относительно вертикали jc = O

(см. рисунок 3). Значит, с повыше-

повышением температуры, то есть с увели-
увеличением, полной энергии частицы, мо-

может происходить только увеличение
амплитуды колебаний частицы.2, а

среднее расстояние между частиками
/ и 2 остается неизменным. Значит,
и размер тела остается при нагрева-
нагревании неизменным.

Итак, нам нужно более точно,
чем гармоническим приближением
описать характер изменения потен-

потенциальной энергии частицы 2 в окрест-
окрестности точки О.

В действительности потенциаль-

потенциальная кривая несимметрична
— ее ле-

левая ветвь «растет» значительно бы-

быстрее, чем правая. Для учета асим-

асимметрии потенциальной кривой в

окрестности точки О представим по-

потенциальную энергию частицы в та-

таком виде:

где х, по-прежнему,
— отклонение

от положения равновесия. Добавляя
член р^/З, мы приближаем нашу
модельную потенциальную кривую к

реальной кривой. (В первом прибли-
приближении мы заменили действительную

. кривую потенциальной энергии взаи-

взаимодействия параболой (I), теперь
мы делаем следующее приближение.)

Несимметричный характер потен-

потенциальной кривой B) приводит к то-

тому, что максимальные отклонения

частицы 2 вправо (х2) и влево (ЛГ|)
оказываются неодинаковыми:

|jc2|>|xi|. Поэтому среднее поло-

положение частицы уже не совпадает с

положением равновесия
— оно сме-

смещается вправо от точки О на рас-

расстояние х = Т -'¦¦'. Иными сло-

словами, среднее расстояние между ча-

частицами / и 2 увеличивается на х,

а это означает, что нагревание тела,
то есть увеличение энергии его ча-

частиц, приводит к увеличению линей-
линейных размеров тела.

Проведем теперь оценку линей-

линейного коэффициента теплового рас-
расширения а. Пусть тело нагрето до

некоторой температуры Т, при кото-

которой средняя тепловая энергия его

атомов равна Е. Тогда для левого

крайнего положения частицы 2 (точ-
(точка А на рисунке 3) можно записать:

1*.|8ft
Р (

(Мы приравняли полную энергию
частицы ее потенциальной энергии
в левом крайнем положении.) Анало-
Аналогично для правого крайнего положе-
положения (точка В)

Пусть теперь температура тела уве-
увеличилась на величину АГ. Взяв при-
приращения от обеих частей уравнений
C) и D), получим

ДЕ«/(|х,|- Д|*||+ № -ДМ. E)
А? = К|лгг|-Д|;гг|-р4 -Д|*2|. F)

Из уравнении E) и F) найдем из-

12
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менепин Л|лГ|| и Л |jc2 | максималь-

максимальных отклонений частицы 2 от поло-

положения равновесия при увеличении

температуры тела на ЛГ:

.11 Л/Г

К\х,

Л|а-2| =
лс

(в)

Изменение среднего расстояния меж-

между частицами / и 2 при нагревании
TCja от нуля до температуры Т. как

мы уже видели, равно

х
_

При нагревании тела от температу-
температуры Т до температуры 7' + ЛГ эта вели-

величина меняется на

М = Л1*»1-А|*|| (9)

Подставляя G) и (8) в (9), находим

Ах =

Запишем условие равенства потен-

потенциальной энергии частицы 2 в точ-

точках Л и В:

1**1*
2 2 3

AU

Перепишем равенство A1) в следую-
следующем виде:

Разложив на множители выражения
в скобках и сделав преобразования,
из уравнения A2) найдем

13)

Последние приближенные равенства
справедливы, поскольку действитель-
действительно |jci | «= |*г| = х. Подставляя A3)
в A0). учитывая, что К |*2|^" Р-^1»
/C|a:i|I> fi*f. находим приближенное
выражение для \*:

(Проведенная грубая опенка с точ-

точностью до коэффициента 2/3 совпа-

совпадает с результатом, который получа-
получается при более строгом расчете.)

Теперь найдем коэффициент ли-

линейного расширения и. По определе-

определению и =
-г т^- В нашем случае

.

— лх, так что

I р л/Г р
Су,

где Су — теплоемкость, отнесенная к

одной частице. Мы нашли, что коэф-
коэффициент линейного расширения а

пропорционален теплоемкости тела.

Экспериментальные результаты хо-

хорошо подтверждают эту связь.

В области высоких температур
ДЕ — fc/\7\ Следовательно,

а =
ftp

Опыт подтверждает, что в области

высоких температур и действитсль
но практически не зависит от темпе-

температуры.

Задачи

наших читателей

Докажите- неравенства:

2. I -ь V5T-t- ^/37 +- ...

3. ofaj}* ... а""> 5-Пусть р — простое чи-

число и р>\\. Докажите, что

ди-аг-г «а.
разность р*°—I делится

>(а,а2 ... и„) я «а1980.
где аг>0 («-I. 2 п).

Р. Карпинская.

ученица 10 класса

4. х

...+х +

где п>2.

л 2

Л Федоров

С. Манукян

6. Докажите, что выра-

выражение

||м>_5
- 410О+ ... +I975100-

— ]978|00-И9791ОТ

делится на IW)879.

Д. Иямсурэн

1
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И. Быстрый

Площадь сегмента

параболы Нейля

В 1657 году двадцатилетний студент
Оксфордского университета Уиль-
Уильям Нейль A637—1670) нашел длину
дуги «полукубической параболы»

у^а-\х*. Это открытие поразило со-

современников, и в память о рало умер-
умершем талантливом математике полу-

полукубическая парабола называется па-

параболой Нейля.
В наше время параболу Нейля

можно встретить не только в вузов-
вузовском курсе анализа, но и в школьном

учебнике*). А недавно на лекции

для абитуриентов я получил такую

записку:
Как найги площадь фигуры, огра-

ограниченной кривой у = 3Vj? и касатель-

касательной к ней в точке х = —8?
Вот что я тогда ответил.

Эта задача, несмотря на кажу-

кажущуюся простоту, связана с опреде-

определенными трудностями.

Первая трудность возникает, при
нахождении касательной к параболе
Нейля

fi(x)=3Vx1 A)
в точке х = —8. Как известно, урав-
уравнение касательной определяется но

формуле

Здесь

3- §; _8
= 2. (-8)4

Значит, производная не существует
i

(поскольку выражение (—8)' ire

имеет смысла), следовательно, не су-

существует н касательной к кривой (Г).
Между тем. из чертежа ясно,

что вывод неверен: прямая (АВ) ¦?-

касательная! В чем дело? Как же

найти угловой коэффициент каса-

касательной? Дело в том, что формула

верная при jc>0, здесь неприменима.

Для вычисления производной (при
jc<0) следует пользоваться фор-

формулой

'
= !1^ (*)

N, m€Z.

(которая, разумеется, применима
и для положительных jc). В соответ-

соответствии с ней имеем

3 (-8)

Подставив /i (—8) = 12 и

fi(—8)=—1 в равенство B), полу-
получим искомое уравнение касательной:

у = 4—х.

Упражнение I. Найдите тон-

тонки пересечения линий /| (х) = 3V*^ и

h(x)=4—x.
Теперь, когда известна абсцисса

точки б. легко найти плотадь криво-
криволинейного треугольника АОВ. Как

У,

*' «Алгебра и начала анализа 9» зада-
задачи 438, 4746. «Алгебра и начала анализа 10».
задача 393а. -8

14



к antmc me ru

известно, это можно сделать по фор-
формуле

ТВ

Имеем

=$ D~x—
о

-в
C)

Вычисление первого интеграла ни-

никаких трудностей не вызывает:

$ {4-x)dx~
-8

D)

А вот вычисление второго интег-

интеграла неожиданно приводит к выводу:

1

-в

_9^
5

— интеграл не существует, посколь-

5

ку выражение {—8)'3 не имеет

смысла!

Дело в том, что формула интегри-
интегрирования, которая здесь была приме-
применена, справедлива лишь для *>0

Для более широкой области измене-
изменения переменной следует воспользо-

воспользоваться формулой

+ С (**)

x?Rt «€N. m€Z*).

В соответствии с ней имеем

]

E)

Подставив результаты D) и E) в ра-
равенстве C), получим

S-67,5—59,4=8,1.

Упражнения

2. Запишитеформулу ( • ) в тер-
терминах степенной функции.

3. Запишитеформулу ( * * ) в тер-
терминах степенной функции.

4. Вычислите площадь фигуры,
ограниченной линиями

/
= 0,4*+ 2,4.

•' Если m<0. то нужно дополнительно

потребовать, чтобы О

Наша обложка

Картины на воде

Картниу. которую мы вос-

воспроизвели на первой стра-
странице обложки, вы можете

«нарисовать» сами за не-

несколько минут.'
В фотографическую кю-

кювету или какой-нибудь другой
сосуд налейте воды; о отдель-

отдельных маленьких посудинках

разведите в бензине или ски-

скипидаре небольшие количе-

количества художественной масля-

масляной краски нескольких цве-

цветов (делайте это подальше от

огия и электроприборов). За-
Затем эту краску осторожно

капайте на поверхность воды.

Капли начинают расползать-

расползаться, образуя на поверхности
причудливый плапаюшнй ри-
рисунок. Этот рисунок можно

изменить, осторожно поме-
помешав его палочкой, подув на

него.

Плотный лист бумаги
(чертежной) осторожно возь-

возьмите за уголки и положите

его на секунду плашмя на

поверхность воды. Красоч-
Красочный слой впитается о бумагу-
Теперь снимите лист, перевер-
переверните его и оставьте сохнуть
Картина готова.

Поведение капель на по-

поверхности воды зависит от

концентрации краски в раст-

растворителе, от того, в какой

последовательности и с каким

интервалом падают капли на

воду, от сорта краскн. Пер-
Первые капли, как правило,

быстро растекаются по всей

поверхности воды. Если подо-

подождать минуту, пока раство-

растворитель с поверхности испарит-

испарится, и после этого на образо-
образовавшуюся пленку капать но-

новой краской, то новые капли

могут разломать пленку на

отдельные «льдинки», разбе-
разбегающиеся в разные стороны.

Основную роль во всех

этих явлениях играет, оче-

очевидно, поверхностное натя-
женне.

Ю. Котле
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Математический кружок

?

И. Михаилов

О диофантовом
анализе

Область теории чисел, в которой
исследуются целочисленные решения

уравнений вида Р(х, у, .... г) = О,
где Р(х, у, .... z) — многочлен от не-

нескольких переменных с целыми коэф-
коэффициентами, называется диофанто-
вым анализом, а сами эти уравне-
уравнения — диофантовыми. О некоторых

диофантовых уравнениях и способах

их решения мы уже писали*).

Напомним, что решить диофан-
тово уравнение — это значит выяс-

выяснить следующее:
1. имеет ли оно хотя бы одно

целочисленное решение;
2. конечноили бесконечно число

его целочисленных решений;
3. найтивсе его целочисленные

решения.

Например, для уравнения дг3 +

+1/3 ¦+-г3 = 30 пока неизвестно ни од-

одного целочисленного решения. Одна-
Однако, возможно, решение будет найдено
позднее. А может быть, будет дока-

доказано, что их не существует.
А вот для уравнения х3 + уг + г* =

= 3 известны четыре решения: {I;
1; I). D; 4; —5), D; —5; 4). (-5;
4; 4). Но пока остается открытым

вопрос: а есть ли другие решения?
Другой пример. Доказано, что

уравнение *3 + у3 + z3 = 2 имеет бес-

бесконечное множество решений в целых

числах U; у, z) = (I+6a3; I—6a3;
—6a1). где и — целое число. Но до

*' См «Квант». 1971. ЛГв 3. С 15. 1978.
№ I. с 25. № 12, с 2

сих пор не выяснено, все ли его реше-
решения задаются этими формулами.

Мощным средством доказатель-

доказательства бесконечности множества целых

решений диофантовых уравнений яв-

является метод параметризации. Суть
этого метода состоит в представлении
переменных х, у гв виде функций,
зависящих от целочисленных пара-

параметров а, |5..... у: х
— А (а. Р Y)-i/—

-fi(", Р Y) 2= C(u,p Y).
где А. В С— многочлены с целы-

целыми коэффициентами. Методы пара-

параметризации, порою весьма искусст-
искусственные, но исключительно оригиналь-
оригинальные, требуют, как правило, большой

изобретательности, а потому способ-

способствуют приобретению и развитию
навыков самостоятельной творческой
деятельности в математике.

Вернемся к уравнению х3 + у3 +
+ г3 — 2 и попытаемся его парамет-
параметризовать. Для этого положим дг =

= а + Ь, у =а—Ь, где а к b — целые

числа; получим 2а3+6а&2+ г3^2.

Пусть а= I, тогда 662 = —г3, откуда
z = 6с {с — целое), то есть Ь2 —

— —36с3. В таком случае с=*— а2

{а — целое), но тогда b=6aJ. Окон-

Окончательно имеем

A +6а3K+ A—6а3K+ (—6ci2K = 2.

То есть х = А (а) = 1+6а3, у = В{а) =
~1—6а3, z = C(u)=—6а2. Подстав-

Подставляя вместо а целые числа, получим

различные решения.

Задача I. Параметризовав уравнение
x*+y}+z3 = 2t3, докажите бесконечность мно-

множества его целочисленных решений.

Математиков, занимающихся тео-

теорией чисел, вот уже много лет при-

привлекает нерешенная до сих пор зада-
задача: разрешимо ли в целых числах

уравнение х4 + у* + z* = t*7

В 1914 году А. Веребрюсов
предложил доказательство его нераз-
неразрешимости. Однако, как выяснилось

позже, его доказательство было оши-

ошибочным. (Кстати, предположение
о неразрешимости этого уравнения
в целых числах высказал еще Эйлер.)
В 1945 году было доказано, что

уравнение х4 + у* + г* = t* не имеет

решений в целых числах для |/1< 108.

Но. разумеется, это — еше ие полное

решение.
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Пусть нам надо решить днофан-
тово уравнение

Рис. I.

?
Рис. 2.

Попытаемся решить задачу более

простую, хотя и «более сложную»

виду: докажем бесконечность мно-

множества целочисленных решений
уравнения x* + y6+ zi2 = t*.

Пусть * = а—Ь, t=*a + b, где а и

b— целые числа. Тогда y6+zl2 =
= 8a3b + 8ab3. Положим y* 3

y
zl2=-8a63; тогда a = с3, b — d3 {cud —

целые числа) и y2^2c3d, г4 — led3.

Отсюда следует, что 2cd — квадрат

целого числа. Полагая с = «4, d = 2(V
(a, P — целые числа), получаем тож-

тождество

(а12—8р12)<+Bа6р2N +

доказывающее требуеыое.
Задача 2. Найдите еще одно тож-

тождество, описывающее решения уравнения
**4

А вот для доказательства не-

неразрешимости некоторого дио-

фантова уравнения очень полезно

бывает рассмотреть это уравнение

«понекоторому модулю»*). Поясним,
что мы имеем в виду.

Два целых числа а и b называют-

называются сравнимыми по модулю к, если

разность а—b делится на k. Легко

видеть, что два числа а и b сравнимы
по модулю k тогда и только тогда,

когда они имеют одинаковые остатки

при делении иа k. To, что а и b срав-
сравнимы по модулю k, записывают так:

a=b (mod k).

Рассмотрим это уравнение «по

модулю 9». то есть с точностью до

слагаемых, кратных девяти. Нетруд-
Нетрудно показать, что любое число в кубе
или делится на 9, или дает при деле-
делении на 9 в остатке 1 или 8, то есть

¦x3=0(mod9) или jc3=l(mod9) или

(
Поскольку 117 делится на 9,

I I7i/3s0(mod9). Таким образом.

или

или

x3+117t/3=8(mod9).

Поэтому уравнение х3+117^3 = 5

не имеет целочисленных решений.
Задача 3. Докажите, что уравнения
а)

3 394

б)
в)

не имеют целочисленных решении.

Треугольные и квадратные чис-

числа*) связаны соответственно с пра-

¦внльным треугольником и квадратом
(см. рисунки 1, 2).

Обозначим л-е треугольное чис-

число через Т„, п-е квадратное число

через /С.

Задача 4. Докажите следующие фор-

формулы: Т„-=-^п1п+\); К„=п2.

Задача найти все треугольные
числа, являющиеся квадратными,
сводится к решению уравнения Тп=
— Km, то есть уравнения п(п+1) =

22

Решить это уравнение нам по-

поможет уравнение х2—2</2=1. Оно
имеет бесконечное множество реше-
решений (в натуральных числах), зада-
задаваемых рекуррентно: Jcti., = 3jtA-f-
+ 4ук и 1/*+|

= 2дг*+3//ь jf|=3. yi=2
(докажите это самостоятельно или

посмотрите доказательство в «Кван-
«Кванте», 1978, Хо I. с. 26).

(Окончание см. на с. 35)

*> См статьи М. Башмаковл («Книпт».
1971. Л? 3) н Л Геронимуса («Квант».
1978. Л» 12).

*> См также «Квант», 1974, X» 6. с. 53.

2 «Коаит» .№ 6 1
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задачнип
пйанпш

Этот раздел ведется у нас из

номера в номер с момента

основания журнала. Публи-
Публикуемые в нем задачи не стан

даргны но для их решения

не требуется знаний, выходя-

выходящих за рамки нынешней

школьной программы. Наибо-

Наиболее трудные задачи отмеча-

отмечаются звездочкой. После фор-

формулировки задачи мы обычно

указываем, кто нам ее пред-

предложил. Разумеется, не «се эти

задачи публикуются впервые.

Решения задач из этого номе-

номера можно отправлять ие позд-

позднее 15 августа 1980 года по

адресу: 113035, Москва, М 35

Б. Ордынка 21/16, редакция

журнала «Квант». В графе

«Кому» иалишите: «Задачник

«Кванта»№6 — 80» и номера

задач, решения которых вы

посылаете, например «М626

М627» или «Ф638» Решения

задач из разных номеров жур-

журнала или по разным предме-

предметам (математике и физике)

присылайте в разных конвер-

конвертах. В письмо вложите кон-

конверт с написанным на нем ва-

вашим адресом (в этом конверте

вы получите результаты про-

проверки решений). Условие

каждой оригинальной задачи,

предлагаемой для публика-

публикации, присылайте в отдельном

конверте в двух экземплярах

вместе с вашим решением

этой задачи (на конверте

пометьте: «Задачник «Кван-

«Кванта», новая задача по физи-

физике» или «...новая задача по

математике»).

В начале каждого письма

просим указывать ваше имя,

фамилию, номер школы и

класс, в котором вы учитесь.

Задачи

М626—М630; Ф638—Ф642

М626. Каждая сторона выпуклого четырехуголь-
четырехугольника разделена на 8 равных частей. Соответ-

Соответствующие точки деления на противоположных

сторонах соединены друг с другом, и получен-
полученные клетки раскрашены в шахматном порядке.
Докажите, что сумма площадей черных клеток

равна сумме площадей белых клеток.

В. Производов

М627. В каждой клетке бесконечного листа клет-

клетчатой бумаги записано натуральное число.

а) Пустькаждое из этих чисел встречается ров-

ровно один раз. (Приведите примеры такой расста-
расстановки чисел!) Докажите, что для любого задан-

заданного т найдутся две соседние (имеющие общую
сторону) клетки, разность чисел в которых не

меньше т.

б)* Пусть каждое число п 6 N встречается ровно
п раз (то есть I — один раз. 2 - два раза к т. д.).
Укажите наибольшее число k такое, что обяза-

обязательно найдутся две соседние клетки, разность

чисел в которых не меньше к. (Приведите при-

пример такой расстановки, в которой разность чисел

в любой паре соседних клеток не больше ?+1.)
А. Толпыго

М628. На сфере построен треугольник, одна «сто-

«сторона» которого имеет величину 120°. Докажите,
что «медиана», опущенная на эту «сторону»
делится каждой из двух других «медиан» на две

равные части. («Медианы» и «стороны» — дуги
больших окружностей.)

Л. ЯгуС»>ннц

М629. а) Докажите, что число 22"-1—9л2 + 21л—

—14 делится на 27 при любом натуральном п.

б) Докажите,что если числа а + b и а* + Ь де-

делятся на т. то а"+Ь делится на m при любом

п {а. Ь и m - -

некоторые натуральные числа),
в)* Докажите, что если f(n) —u"+ bo + bln + ...

к
делится на m при п = 1, л =2 п=к + 1.

2 то f(n) делится на m при любом п

[а. &о. Ь[, ..., Ьк, гп — некоторые натуральные
числа).

Т Маликов
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Рис. 1.

Рис. 2.

Рис.

/,мА,

4

30-

20-

М630. На плоскости даны окружность и точки

Р, Q на ней. Проведем через точки P. Q н произ-

произвольную точку К плоскости окружность. Пусть
М — точка пересечения касательной к этой окруж-
окружности в точке К с прямой PQ. Какое множество

заполняют точки Л1?

И. Шарыгин
Ф638. Читая в 1У08 году лекции в Страсбурге,
академик /I. И. Мандельштам поражал слушате-
слушателей следующим красивым опытом. Два камер-
камертона на резонаторпых ящиках, имеющих резо-
резонансные частоты 500 Гц и 505 Гц, ставили рядом
и один из камертонов возбуждали. Второй ка-

камертон при этом практически не откликался на

колебания первого. Но стоило эскиериментатору
начать периодически закрывать и открывать рукой
ящик звучащего камертона, как тут же начинял

звучать второй камертон. Объясните результат
этого опыта.
Ф639. Две пружинки с жесткостямн k\ и k2 присое-
присоединены каждая одним конном в вертикальной
стене, другим

¦ к грузу массы т, лежащему
на горизонтальном столе (рис. 1). В начальный

момент пружина с жесткостью k\ растянута на

величину /|, а пружина с жесткостью k2 сжата

на ветчину /г. Груз отпускают. Найти амплитуду
и период колебаний груза. Трением пренебречь.

Л. Бергман

Ф640. На рисунках 2 и 3 показаны границы
областей волнений, возбуждаемых кораблем на

двух участках пути. Красными стрелками ука-
указаны направления скорости корабля. На первом

участке (рис. 2) течение отсутствует. Направле-
Направление течения на втором участке (рис. 3) пока-

показано синей стрелкой. Определите скорость тече-

течения, если скорость корабля относительно бере-
берегов п обоих случаях одна и та же и равна

1« км/ч.
В. Белонучкин

Ф641. Настенные часы с маятником имеют массу
М — Ъ кг. Масса груза на копне легкого маят-

маятника т=\Ъ0 г. Какая ошибка в показаниях ча-

часов накопится за сутки, если часы подвесит!»

к потолку на двух длинных параллельных шну-
шнурах? Считать, что часы, прикрепленные к стене,

идут точно.

Е. Бутков

Ф642. На рисунке 4 приведена идеализированная
вольтамперния характеристика диода. Конденса-

Конденсатор емкости С= 100 мкф. заряженный до напря-
напряжения U = 5 В, подключается через диод к ре-

резистору с сопротивлением /?=КЮ Ом. Какое
количество тепла выделится на резисторе при

2 О',В разрядке конденсатора?

С. Сурков
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Решения задач

М568. М570—М572, М574; Ф579, Ф586, Ф587

М568. Диагонали выпуыого
четырехугольника ABCD пе-

пересекаются в точке О Дока-
Докажите, что
а) еслирадиусы окружностей,
вписанных в треугольники
АОВ. ВОС. COD и DOA.
равны между собой, то

ABCD — ромб:
б) еслирадиусы окружностей,
вписанных в треугольники

ЛВС. BCD. CDA~ и DAB.

равны между собой. то
ABCD — прямоугольник.

А

Рис.

D

А

Рис. 2.

D

а) Пусть г — радиус, 0\ и О»—центры окружностей, впи-

вписанных в треугольники АОВ и COD; P. Q. R. S — точки

касания этих окружностей со сторонами АО, ВО. CO. DO
этих треугольников (рис. I).

Докажем сначала, что четырехугольник ABCD — парал-
параллелограмм. Для этого достаточно установить, что его диа-
диагонали АС и BD делятся точкой О пополам.

Предположим, что это не так. Пусть, например,
|ИО|>|ОС|. Мы докажем, что из этого неравенства сле-

следуют неравенства JВО|< \OD\n\BO\> \OD\. что невозможно.

Из неравенства \АО\>)ОС\ следует, что \AP\>\CR\,
поскольку ^ |ОР| = \OR\; H3^|0iP|^[0i/?| вытекает

OiAP < OjCR. и поэтому ВАО < DCO. Следовательно.

ABO > CDO и |BQ|<|Z)S|. но это значит, что |ЯО|< |О?>|.
Повторяя проведенные рассуждения для треугольников

ВОС и AOD (рис. 2; проделайте это самостоятельно), по-

лучим, что DAO < ВСО. откуда ODA > СВО. н, следователь-
следовательно. |DS,|< |BQi|. то есть |ВО|> \OD\.

Полученное противоречие доказывает, что |ЛО| = |ОС|.
Так же доказывается, что |6O| = |OZ)|. Итак, четырех-

четырехугольник ABCD
— параллелограмм.

Из равенства площадей треугольников АОВ и ВОС
(мы пользуемся известной формулой S~pr) получаем

откуда (ВС | — | А В |. то есть четырехугольник A BCD — ромб.
б) Первое решение. Пусть (рис. 3) А, и Aj,

В\ и Ba. Ci и С'а, D\ н Dj — точки касания окружностей,
вписанных в треугольники ABD, ABC. BCD. CDA. со сто-

сторонами четырехугольника ABCD; О\. Оз, Оз. О« — центры
этих окружностей; P. Q, R, S — точки касания окружностей
с диагоналями АС и BD; г — радиус окружностей.

Сначала мы докажем интересный и сам по себе факт:
для произвольного выпуклого четырехугольника ABCD длины
отрезков между точками касания, лежащими на противо-

противоположных сторонах четырехугольника, равны, то есть

lielHDl
Убедимся сначала, что рисунок 3 «правильный», то есть

что расположение точек касания на сторонах четырехуголь-

четырехугольника именно такое, как!»то показано иа рисунке 3.

Рассмотрим, например, треугольники ABD и ACD и до-

докажем, что точка Ai лежит ближе к точке А, чем точка Dt.
Для этого достаточно доказать, что \АА3\ +¦ \DDi |<

<\AD\.
Легко видеть, что

-\ВР\

Сложив эти равенства, получим

Рис. 3.

Но \AB\ + \CD\<\BD\ + \AC\ (докажите это!) и. следова-

следовательно.

\AA,\ + \DDi\<\AD\.
Теперь докажем, что \A7D, \ = \В,Сг\ и \D3C, \ «=> |Л|Вг|.
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Рис. 4.

Пользуясь свойством отрезков касательных (рис. 3). по-

получаем

\BD\- \ВР\+ \PD\ = \ВА,\ + \DAt\ =

I I +MjD.I. (I)

|D2C,

Г яругой стороны,

\ВР\ «= \DR\ +¦ \RD\ = |ВВ, | +¦

= \BB1\ + \BlC2\ + \DDl\ + \D1Cl |. B)

Приравнивая выражения A) и B). получаем

\AlB7\+\AiDl\-\B,C3\+\DtCl\. C)
Проведя точно такие же вычисления для диагонали АС.

получим

Иа0||+|01С||ЧЛ|в*|+|в|С>|- И)
Сложив теперь равенства C) и D). получим

Следовательно, и |DjCi | = |/4|Bj|.
До сих пор мм не пользовались равенством радиусов

вписанных окружностей, так что полученный нами ре-

результат справедлив для произвольного выпуклого четырех-

четырехугольника.
Теперь завершим решение задачи.
Так как центры окружностей одинаково удалены от

соответствующих сторон, получаем (O|Oj)||{/4B) и

tOsOi)W(CD): а так как |O,OS'| = |Л,В2| и |О3О«| = \C,D,\.
получаем |О|О2| = |О3О,[.

Аналогично, |ОгОз| = |О|О4| н. значит, четырехугольник

OiOjOjO* — параллелограмм, а так как стороны четырех-

четырехугольника ABCD параллельны сторонам этого параллело

грамма, четырехугольник ABCD — тоже параллелограмм.

Приравняв выражения для площадей треугольников
ABD и ЛВС. получим

откуда \BD\ = \АС\.
Таким образом, диагона.-ш параллелограмма ABCD рав-

нм по длине, а это и значит, что ABCD — прямоугольник.
Второе решение. Как и в первом решении, мы

докажем сначала, что четырехугольник ABCD — параллело-

параллелограмм.
Для этого проведем через точки В и D прямые, парал-

параллельные стороне АС (рис. 4), и отложим на них но одну
сторону от прямой BD отрезки ВВ' и DD' длины \АС\.

Четырехугольник BB'DD', очевидно,— параллелограмм.
Легко видеть, что треугольники ВСВ'. B'CD', CD'D конгру-
конгруэнтны треугольникам ABC. ABD и ACD соответственно, так
что радиусы окружностей, вписанных во все четыре тре-
треугольника, на которые параллелограмм разбит отрезками
СВ. СВ'. CD н CD', равны.

Докажем, что точка С совпадает с точкой Е пересече-

пересечения диагоналей параллелограмма BB'D'D.
В самом деле, если это не так, то точка *." принадлежит

одному из треугольников, на которые параллелограмм раз-

разбивается своими диагоналями (на рисунке 4 это треуголь-
треугольник DED'). В этом случае радиус окружности, вписанной
в треугольник DED', будет больше г, а радиус окружности,

вписанной в треугольник ВИВ',— меньше г. что противоречит

конгруэнтности треугольников DED' и ВЕВ'.

Таким образом, точка С совпадает с точкой Е перс-

сечения диагоналей параллелограмма BB'D'D и, следователь-
следовательно. (DC] II (АВ| и |/1Dlli[BC). то есть четырехугольник
ABCD — параллелограмм.

Для завершения этого решения достаточно провести рас-
рассуждения, уже проведенные в конце первого решения.

А. Егоров

1
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M570- Задан набор квадра-
квадратов, сумма площадей которых
равна 4. Докажите, что квад-

квадратами этого набора всегда

можно покрыть квадрат пло-

площади I.

1

i

Рнс. I.

—

«Вырежем» сначала из каждого квадрата нашего набора
максимальный из возможных кпадратикоп со стороной длипы

1
(если длина стороны квадрата нЗ данного набора равна а.

2"

то я определяется из условия
- < а <

—$г\
)¦ Так как

сторона каждого квадрата уменьшается меньше чем в дна

• раза, обшая площадь полученных квалратнков больше I.

Покажем, что новым наборам квалратнков можно по-

покрыть квадрат единичной площади (отсюда, очевидно, сле-

следует, что и исходным набором квадратов его покрыть

можно).
Если в наборе есть квадратик со стороной длины I или

больше, то ои одни уже все покроет. Пусть таких квадра-

квадратиков нет. Разобьем единичный квадрат на четыре одинако-

одинаковых квадрата t/x"S" " У-1ОЖ||М "а ""* всс квадратики со

стороной длины -^ из нашего нового набора, если они есть

(рнс. \.а). Затем каждый из непокрытых квадратов снопа

разобьем на четыре части и уложим на них квадратики со

стороной длины — из нашего набора, если они есть (рис. 1, б).

Оставшиеся непокрытыми квадраты снов* разобьем на четыре

части, и так до тех пор. пока весь квадрат площади 1 не

окажется покрытым (рис. \.о). Такой момент обязательно

наступит, поскольку мы укладываем квадратики без пере-
пересечений (точнее, никакие гочкн. кроме точек границ квад-

квадратиков, не покрываются более одного раза), а общая их

площадь больше 1.

Число 4 в условии задачи можно уменьшить. Докажем,

что единичный кпл ргг можно покрыть любым набором квад-

квадратов, сумма площадей которых равна 3.

Будем укладывать квадраты в порядке убывания длин

нх сторон. Первый (самый большой) поставим и левый ниж-

нижний угол единичного квадрата (рнс. 2). рядом с ним — вто-

второй, и тзк до тех пор. пока очередной квадрат (пусть его

номер равен ft,) не покроет правую нижнюю вершину единич-

единичного квадрата. Проведем прямую, на которой лежит верх-
верхняя сторона квадрата номер fti (на рисунке 2 »та прямая

проведена пунктиром)- Следующие квадраты будем ста-

ставить на отрезок этой прямой, заключенный между верти-
вертикальными сторонами единичного квадрлта: на левый копен

этого отрезка ставим квадрат с номером к, +¦ I и так далее.

Когда мы дойдем до правого конца отрезка, проведем ионую

прямую и начнем снова укладывать квадраты.

Предположим, что мы уже уложили последний квадрат

(пусть его номер /V). а большой квадрат вес etiw полностью

не покрыт.
Рассмотрим квадраты выходящие на правую сторону

единичного квадрата. Пусть k\. ft?, fea. —. кя—их номера.
Обозначим через я длину стороны квадрата номер г". Нсли

Jtm=ji/V (то есть последний квадрат не «дошел» до копна

«своего» отрезка), положим для удобства aV4.| = (>.

Из способа укладки квадратов следует, что

Кроме того, тот факт, что единичный кнодрал ие покрит

полностью, означает, что

в*.+«*, + «*>+-+«*,„< '

(не покрыта правая верхняя вершнпа).
Оценим общую площадь квидратов. помня о том. что

последовательность \а,) - мевозрастающая.

Рис 2.
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Итак, наше предположение оказалось неверным, и, значит,

единичный квадрат покрыт полностью.

Если потребовать, чтобы стороны укладываемых квад-

квадратов были параллельны сторонам покрываемого квадрата,
то число 3 уменьшить нельзя. Действительно, для произволь-
произвольного S<3 возьмем набор из трех одинаковых квадратов

площади S/ 3. Каждый из них сможет покрыть не более одной

вершины единичного квадрата, поэтому весь квадрат покрыт
не будет.

Точная оценка в случае, когда стороны укладываемых

квадратов ие параллельны сторонам единичного квадрата,

автору неизвестна.

Некоторые читатели в своих решениях пытались обобщать

утверждение задачи, заменяя единичный квадрат прямоуголь-

прямоугольником единичной плошадн. Но, очепидно. каким бы большим

числом К мы нн заменили число 4 в условии, верного утвер-

утверждения не получится (контрпример: прямоугольник со

сторонами длины 2k и 1/2* нельчн покрыть набором нз к
единичных квадратов)

А. Вайнтроб

M57I. Убыяающах последо-
последо(

Мы докажем более сильное ;.твержде»ис: дли нашей

вительность (х„) положитель- последовательности нри любом нл'\ рллыюм я

ных чисел такова, что при

любом натуральном п

Ц- +% * Ц +...+ *< I.
I 2 >> п

Докажите, чго при любом ио-

туральном п

~г
+
т

+
т

f ¦

Т
< -

Дснсгвительпо, поскольку x,Z>i'

п («¦¦111—I

V -?l < V ^1

Поскольку последовательность <«„> — убывающая.

-. i»«-i]'- i
v v j5e.

1

-г- <
v

**• ( 5L — + N )<

Х„,
< 2.

*-l

что и требовалось доказать.

Оценка 2 уже неулучшаема: «ы предлагаем читателям

доказать самостоятельно, что для любого с<2 можно найти

убывающую послелонательность ил положительных чисел

такую, что при любом натуральном п

n л

V ^L< 1 „ V ^L с.

3- Чантурия
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M572. Кенгуру прыгает по

углу х>0. у>0 координатной
плоскости Оху следующим об-

разам: из точки (х; у) кен-

кенгуру может прыгнуть в точку

U+I; у--1) «ли в точку

(к—5; у+7), причем прыгать
в точки, у которых одна из

координат отрицательна не

разрешается. Из каких на-

начальных точек [х: у) кенгуру
не может попасть в точку,

находящуюся на расстоянии
больше 1000 от начала коор-
динит? Нарисуйте множество
мех таких точек (л; у\ и наЛ-
дитс его площадь.

1

/

и

X
т

\

1

т

N'1
\

)

ч,

Ч

4

ч

/

MJ
К,!

i X

Ответом является «ступенчатый греугольннк» Т (см. рис:.):
он содержит два граничных полуоткрытых промежутка
|О; /11, (О; В[ (где А и В — точки с координатами E; 0)
н @; о) соответственно), но но содержит никаких других
граничных точек (точек десяти отрезков, ограничивающих
«ступеньки»). Площадь его. очевидно, равна 15.

Достаточно доказать, оо первых, что из «треугольника»
Т кенгуру нмйтн не может, и. во-BTopwN, что из остальных

точ«к утла х>0. у>0 можит удалиться сколь угодно далеко

от н.1ч<ма координат. Мерное очевидно: находясь в 7'. кенгу-

кенгуру может совершать только прыжки типа (I; —I). н по-

поэтому неизбежно окажется на оси Ох. Для доказательства

второго утверждения заметим, что комбинация пяти прыж-
прыжков (I: I) и одного прыжка (—Г>; 7) дает «прыжок»

@; 2); поэтому кенгуру, находящихся в области Л}|~
"" {(¦*'• tf)|jf>0. f/>5}. легко убежит вертикально вверх,
многократно повторяя »ту комбинацию из шести прыжков.

Кслн кенгуру находится в "области Mj={{x; у) \ х> I. Ъ>у>4),
то сделав четыре прыжка (I; —1) и один прыжок (—5: 7).

winypy попадет в область М\. откуда он уже умеет убе-
убегать. Аналогично находятся еще четыре «области убегания>
А1, М.. Vi5. Mi

(All t
= b-k. k 3. 2. I. 0).

А- Сосинский

M574. Конечная последочо-
re.-WHocTb «i. Ui а„из чи-

чисел 0 и I должни удовлетао-
рять следующему у юоно
для любого целого k от 0 до
п—/ сумма

нвлнется нечетным числом.

а) Придумайтетакую после-
последовательность для п = 25.

б) Покажите,что такая по-

последовательность существует
для некоторого п> 1000.

Еше одну формулировка на-

дачи М574:
Найдите последооии-льноегь

Р,<г2< ... <с, натурсиьных
чисел такую, что каждое чис-

число от 1 до е,—«.', представля-
представляется в виде разности е,—е,
некоторых- «з ятнх чисел не-

нечетным числом способов.

Первое решение. Легко придумать такую последова-
последовательность из четырех чисел: /4|=1Ш1. Чтобы построить
нужную последошпелыюсть из двадцати пяти чисел, мы

трижды используем Л\щ причем разделяем Ai иулячи так".

Иг-1101 000 1101 0000000000 1101.

Такое построение можно продолжить и далее: если после-

последовательность А = (а,, я» а„) удовлетворяет условию
задачи, то к

Й= (Л А ОО-.-О
л—I я Зл—2

состоящая из трех наборов А и двух наборов нулей между
ними, также ему удовлетворяет.

Докажем более общий факт: вместе с последователь-

последовательностями И = (Я|. пг а„) и С= ( с,. сг ск) удовлет-
удовлетворяет условию задачи и после&овательность В длимы

Bл-—I) {пг — 11 +п из m «блоков»:

В -

а,с3. UnCi.

0. 0 0.

0, 0. .... 0.

a,cm.

..-. «,cn_,, 0. 0 0.

.... a.cm);

здесь /-й блок повторяет последовательность А. если су
—« I.

и нулевой, если с,
— 0.

Пусть целое /t-Bn—I) q + r, где 0
= 0; г-0. 1 я—1

или —n<r<n. (><<}<пх [q n г — целые). Тогда при сдвиге

последовательности В на k мест /-й блок (U|C,, в2с( апс,\
будет "пересекаться только с (/ + <?)-м блоком исходной по-

последовательности, причем со сдвигом на г единиц в нндек-
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сах я,; поэтому сумма S* \В) =Ь,Ьц,

преасгаважтя в виде проичведш \н

ф|... 4 (ид: будет

Выпишем подряд I -значные
числа семиричной Системы от

11 ... I

G'+1)/2). Против тех чисел,

в записи которых встречаются
тшькн цифры 1.2 и 4. поста-
поставим I. а против осталь-
остальных — 0. Получим последова-
последовательность А,, удовлетворяю-
удовлетворяющую условию. Например, при
1 — 1 получится Aj:

11 I

12 1

13 0

14 I

15 U

16 О

20 ()

21 I

22 I

23 О

24 I

25 О

44

26 1)

30 О

31 »

32 О

33 О

34 О

35 »

36 »

40 И

41 1

42 I

43 <>

4

12

15

24

25

36

37

40

45

7

23

31

47

49

71

73

79

89

Последовательности для п ш
= 12и п—'24 (соответственно,

черные и красные столбики):

II II

1

О

О

о о

о

0

1

0

1

0
0

0

0
0

0
1

и. следовательно, является нечетным числом для любого
целого ft от 0 до Bл—\}{гп— 1 > + (я —1). При С= A. 1.0. I)
получаем нужный нам частный случай.

Таким образом, по набору длини п. удовлетворяющему

условию задачи, можно построить набор длины 7л—3. также

удовлетворяющий этому усювню. Начиная с набор-э длины I.
состоящего из одной единицы, мы получим бесконечную
серию таких наборов: Аи. А\. At. Аг А,. ... Их длины

будут равны 4. 25. 172. 12(»| G'-^ I )/2....
На нолях покаянно, как. используя семиричную систе-

систему счисления, можно сразу выписать последовательность
A, aiH любого f = 0. I. 2....

Второе решение калачи С>). Определим семей-
семейство последовательностей {/?„} по индукции следующим

образом: /)о= (I) и если О,— (dt. rfj. dt. .... dr\. то

Ол+|-A. 0. 1. rf,. I. 0. I. rf2. I, 0. I.

rf3 1. 0. I. d, ,. 1. 0. 1. dr).

(Например, D, = { 1.0. I, 1 >. Dj- (I. 0, I. I, I. u. I. 0. 1. 0. I. I. I,
0. I. I).)

Доказать, что Dn удоелсгвориег условию задачи, можно

по индукции. При этом нужно рассмотреть отдельно четыре

случая: k = 4l, k = 4l+\. k^Al + 2. fe = 4/ + 3. причем для

разбора случаев ft = 4/+l к Jt — AI + 3 нужно предварительно
доказать (тоже индукцией" следующую л с м м у:

Каждая последовательность Оя^ {dt. dt, ct3, .... dr)
симметрична:dtwdr^, для всех \<j<r—1. a d,«¦!.

Рассмотрим, например, случай fe-4/+l. Написав под

О„,1 эту же поеледовнтелыюсть. сдвинутую на -4/•*- I членов,
легко найти

2+ ...

а это число нечетное по лемме о симметрии Оя. Дли
ft»4/ + 3 доказательство аналогично предыдущему, а случаи
k — At и fc**4l+2 более просты.

К сожалению, этот метод не позволяет получить из
любой последовательности длины п последовательность дли-

длины 4л. Дли его применения необходимо соблюдение условий
леммы о симметрии, что бывает, конечно, далеко не всегда.

При первом из описании* способов построения беско-

бесконечной серии последовательностей Ас. Аи At удовлетво-
удовлетворяющих условию задачи, их длины ранпы G 1JA — 0

1, 2, ...). Второй способ дает последовательности с длинами

4' (I - 0, I, 2, ...). Какие же значения может принимать длина

последовательности, удовлетворяющей условию задачи? Ока-
зыдвгтея, гс значения я, для коюрых 2я— 1 является дели

те.1ем числа 2* '
при некотором нечетном k. Это показали

в 1976 году Ф. Дж. Мак Вильяме и Л. И. Одлнзко. Такие
2н—I в пределах сотни и соответствуютне последователь-

последовательности для я-12 и я —24 указаны на нолях. Л^гко прове-
проверить, что длины построенных нами последовательностей

удовлетворяют этому критерию: если л=G'+1)/2. />1,
то 2я—1 делит 23"'~- 1 (докажите!), а если я = 4'. то

2я—1 делит Й"'* '— I. Примеры последовательностей доста-

достаточно строить для тех и. удовлетворяющих критерию, у кото-

которых 2н—I
— простое (подумайте, как получить нз них осталь-

остальное). Но ял» Оолсо глубокого анализа задачи и доказатель-

доказательства общего результата нужно перейти на новый, неэлемен-

неэлементарный язык, типичный для алгебраической теории кодиро-
кодирования: последовательность q,. a? а„нулей и (-дннни рас-

рассматривать кик многочлен А (х) — а, 4-аг* + .- + яях|*~| с коэф-
коэффициентами нз ноля Гг = {.). l) AГч>точ поле I + I -О) ,удов-

*) См статью С. A in макова в «Кванте». 1980. .N» 2.
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Новый вариант задачи М574

получится, если располагать

последовательность us 0 и I

на окружности и требооа'ь.
чтобы при любом k сумма
попарных произведений чле-

членов, отстоящих ни k. была
нечетной. Пели Вам удается
получить результаты по этой

задаче, напишите нам об

лстворяюшую такому условию (¦): в разложении выраже-
выражения А (х)А (х~*) по Степеням х нее коэффициенты при x"in ''.
х~1" г> Xя*. х" "'

нечетны.

Наши два решения на этом языке коротко формулируются
la к:

1) вместес многочленами А(х) степени (р -1)/2 и С{х)
степени (q—1)/2 условию (•) удовлетворяет также многочлен

А(х) • С(х")=В(х) степени (pq -U/2;
2) впоследовательности D,[x) -• I + хг кдг3. Z)nJ.,(j«r)=.

= (I—Jf'")/A —х2) +Dn(x*) вес многочлены удовлетворяют

условию ( • ).

И. Васильев. С Конягин. А. Раэборов

Ф579. В схеме, показанной на

рисунке. Ri—10 Ом. Ri =

-20 Ом. Ri=l5 Ом. напря-
напряжение в сети переменного
тока U = 10 В. Определить

мощность, которая выделяет-

выделяется на резисторах с сопротив-

сопротивлением Ri и fa

Половину периода Т переменного тока диод закрыт, и через

резнсгор /?j течет переменный ток / •=
-= ~.За время 7/2
"\ + Ri

на резисторе Ri выделяется энергия

Вторую половину периода диод открыт. Обшее сопро-
сопротивление резисторов R? и /?з. соединенных параллельно, равно

Re =
п

' 1т ¦ Напряжение на этил резисторах равно Vn =
Ki + Ks

За эту половину периода на резисторах /?г и R3 выделяются

соответственно энергии

VT - U2R,
T
-

2  «,(
Средние vouihocth. выделяющиеся на резисторах R? и

за полный период, равны соответственно

,V3 -

Подставив численные значения величин U. R\, Ri,
найдем

iPRc

,Vj<*1.6 Вт. 0.7 Вт.

/". Коткин

Ф586. Теплоизолированный
сосуд откачан до глубокие
вакуума. Окружающий сосуд
одноатомный идеальный газ

имеет температуру То. И не-

некоторый момент открывают

кран, и происходит заполне-

заполнение сосуда газом. Какую тем-

температуру Т будет иметь .газ

в сосуде сразу после его :ш-

полисных?

Чтобы понять, как при заполнении сосуда газом изменяется

температура, нужно рассмотреть происходящие при этом

энергетические превращения При открывании крана какая-то

порция газа заталкивается в сосуд силами давления окружаю-
окружающего газа. Благодаря работе этих енл врывающийся в сосуд
газ приобретает кинетическую энергию направленного макро-
макроскопического движения — он входит в сосуд струей. При
встрече со стенками сосуда и с уже попавшим в сосуд газом

струя меняет направление, ослабевает и в конце кониов

рассеивается. При этом кинетическая энергия упорядоченного

движения газа в струе превращается во внутреннюю энергию,

то есть энергию хаотического теплового движения его молекул.

Все это происходит настолько быстро, что теплообменом

входящего в сосуд газа с окружающим газом и стенками можно

пренебречь. Поэтому для всего рассматриваемого процесса
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ш

то
первый закон термодинамики имеет вид: работа А сил давле-

давления окружающего сосуд газа над вошедшим в сосуд газом

равна изменению внутренней энергии SU вошедшего газа:

A-MJ. (I)
При заполнении небольшого откачанного сосуда давление

>[ температура в атмосфере окружающего газа остаются

неизменными. Поэтому для нахождения работы А представим
себе, что наш откачанный сосуд находится внутри большого

цилиндра с подвижным поршнем (см. рис.), Цилиндр запол-

заполнен газом, температура которого Го; давление газа в цилиндре

ро. Процессу заполнения сосуда соответствует перемещение

поршня вправо при постоянном давлении рц. Действующая
слева на поршень сила совершает работу poVo. где Vo — объем,

«вытесняемый» при перемещении поршня. Эта работа и будет
равна интересующей нас работе внешних сил над заталки-

заталкиваемым в сосуд газом, так как знергия не вошедшего в сосуд
газа пнутри цилиндра остается неизменной. Обратим внимание

на то. что объем Vo не совпадает с внутренним объемом

заполняемого сосуда, так как температура Г газа в сосуде

отличается от Го.
С помошью уравнения состояния идеального газа работу

А можно вырашть через температуру Го и количество 1аза v,

вошедшего в сосуд:

B1

Изменение внутренней энергии At/ газа, вошедшею в со-

сосуд, равно

\U =vx—R{T—T0). C)
2

Подставляя выражения B) и C) в уравнение первого
закона термодинамики (I), получаем

Таким образом, температура заполнившего откачанный

сосуд газа окалывается выше температуры окружающего со-

сосуд raja. Отметим, что полученный результат не зависит ни от

объема сосуда, ни от давления р$. Температура газа в сосуде
не зависит также и от того, будет ли заполнение сосуда
происходить до конца, пока давление в нем не сравняется

с давлением газа в окружающей среде, или край будет пере-
перекрыт раньше.

Е. Бутиков, А. Быков. А. Кондратьев

Ф587. Проводник массы М

и длины I подвешен к диэлект-

диэлектрику За концы с помощью

двух одинаковых проводящих
невесомых пружин с общим

коэффициентом жесткости k.

К верхним концам пружин

подсоединен конденсатор ем-

емкости С. Вся конструкции ви-

висит в однородном магнитном

поле с индукцией И. перпен-

перпендикулярной плоскости конст-

конструкции.
Проводник смещают в верти-
вертикальной плоскости из положе-

положения равновесия и отпускают.
Определить дальнейшее дви-

движение проводника в верти-
вертикальной плоскости. Сопротив-
Сопротивлением, собственной индук-
индуктивностью и емкостью провод-
проводников пренебречь.

Направим координатную ось А' вертикально вниз; за начало

отсчета координат примем положение равновесии стержня

(см. рисунок).

Пусть х0 — удлинение каждой пружины в этом положении.

Согласно II закону Ньютона-закону Ньютона-

Mg—kx0. -0. (*)

Прн смещении стержня из положения равновесия сила тяже-

тяжести остается неизменной, а сила упругости меняется. Следо-
Следовательно, после того как стержень отпускают, он начинает

двигаться с ускорением по направлению к положению равно-

равновесия. Так как это движение происходит в магнитном поле,

в стержне возникает ЭДС индукции &=Bvl, где v = i ме-

меняющаяся со временем скорость стержня. В цепн появляется

ток, н конденсатор заряжается. Поскольку сопротивление про-
проводящих пружин равно нулю, напряжение на конденсаторе

равно $ и заряд q конденсатора равен с? •¦ CBvl. Сле-

Следовательно, ток в иепн в любой момент времени равен

На стержень С током в магнитном поле действует сила /•'
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такая, что

\F\ - \R\ilmCb'P\S\.

Как направлена эта сила? Примем для определенности, что

магнитное поле направлено к нам. При движении стержня

вверх ЭДС. возникающая благодаря действию на свободные

4-текгроны силы Лорсниа, направлена слева направо. Пока

стержень находится ниже положения равновесия (ускоре-
(ускорение направлено вверх), направление тока в стержне совпадает

с накоплением ЭДС. а конденсатор заряжается. При этом

сила F направлена вниз, то есть противоположно ускорению Г

стержня. Когда стержень оказывается вмшс положения равно-
равновесия, направление ЭДС остается прежним, но скорость стерж-
стержня, а следовательно, и ЭДС уменьшаются. При этом конден-

конденсатор разряжается. ток_ в стержне меняет направление,
и следовательно, сила F тоже меняет направление — теперь
она направлен» виер.х. то есть опять противоположно ускоре-
ускорению. Рассмотрев движение стержня вниз, мы убедимся, что

и в этом случае направление силы г противоположно направ-

направлению ускорения стержня. Таким образом.

Запишем теперь уравнение движения стержня:

Мх =Mg~k (x + xa) —СВЧ'Я.

Учитывая, что Mg-~kx0 (см. (*)). окончательно имеем

x- -kx.

Такое уравнение, как известно, иншыввет гармонические коле-
колебания с частотой

(¦»= ¦

М> СВ'Р

Амплитуда А колебаний равна первоначальному отклонению

стержня, и в любой момент времени

(Роль конденсатора, как мы вндим. сводится к увеличению
инертности стержня.)

Д. Футорский

Список читателей, приславших пра-
правильные решения задач из задачника
«Кванта»

В этом номере мы публикуем фамилии чи-

читателей, приславших правильные решения
задач Ф573—Ф587.

Почти вес читатели, приславшие решения
задач Ф573—Ф587, справились с задачами

Ф573. Ф577, Ф581 и Ф585. Остальные задачи

правильно решили: В. АОаджаеп (Львов)
75, 76. 79. 82; А. Абрамочкин (Киев) 74—76.

80, 82; В. Ааетисов (Баку) 83, S4; М. Алек-

Алексеев (Обнинск) 75; Э Алискиндеров (с. Даш
ЛзССР) 74; И. Апи.юнский (Жуковский)
74—76, 78—80. 83, 84; 3. Априамашвиди
(с. Аралн ГрССР) 74. 75, 78; Л. Арущанов
(Бак>) 74, 76, 82; Р. Бабаев (Баку) 76, 78.
7S. 82—84; Л. Балюк (с. Журавкн Крым-
Крымской обл.) 74—76, 78; U- БараОулин (Киев)
82; А. Барышников (Москва) 78; В Белоус
(Днепропетровск) 76, 78—80, 82; И. Бель-
чинский (Москва) 74. 75. 82; А. Беляев

(Витебск) 74; А. Белинский (Семипалатинск)
76; О. Березовский (Днепропетровск) 74;
В. Беренцов (Челябинск) 79; А. Бессараб-
Бессарабский (п. Запрудня Московской обл.) 74—76,
78—80, 82—84, 86, 87; И. Бессонов (Реутов)
74—76, 78—80, 82—84: А Бпжко (Ллма
Ата) 74, 76; И. Боколишвили (Тбилиси) 82;

A. Коричев(Ленинград) 74. 76; И. Борови-
Боровиков (Красноярск) 82; С. Боханов (Новопо-
лоик) 84; Л. Брагинский (Волгодонск) 74,
80. 82, 84, 87; Л. Брагинский (Киев) 78, 82;
B. Бридан (Николаев) 84; В. Булгаков
(Узловая) 80; С. Вагнер (Джезказган) 74,
76. 78—80, 82—84: В. Васильеч (Великие
Луки) 74. 76, 78—80. 82; О. Васильев (Ка-
зань) 83: J5. Вейцман (Одесса) 74. 80. 82—84,
87; А. Белька (п. Сахарный завод Мин-

Минской о6\ч.) 80; П. Ветрук (Тсрпополь) 75. 76;
Е. Войтенко (Киев) 74, 76, 79, 80. 82; А. Воль-
Вольной (Киев) 84: В. Ворона (Славяиск) 74,
75. 79, 80, 82—84; F.. Выродов (Подольск)
74. 78—80. 82—84; Р. Габдуллин (д. Старобаи-
шево БашАССР) 82, 86; М. Гаори.юп (п. Чер-
Черноголовка Московской обл.) 74, 76; С. ГлеО-
кин (п. Красково Московской обл.) 74, 80,

(Продолжение см. на с. 41)
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«Квант» для младших школьников

Задачи

1. Ушкольника было несколько мо-

монет достоинством в 15 кон. и 20 коп.,

причем двадцатикопеечных монет

было больше, чем пятнадцатикопееч-

пятнадцатикопеечных. Пятую часть всех денег школь-

школьник истратил, заплатив две монеты

за билет в кино. Половину оставших-

оставшихся у него денег он отдал за обед,
оплатив его тремя монетами. Сколько
монет каждого достоинства было у
школьника вначале?

2. Разрежьтеквадрат на три части

так. чтобы из них можно было сло-

сложить тупоугольный треугольник.

3. Стороны Ав и CD [\ЛВ\ =
*=\CD\= I) правильного шести-

шестиугольника ABCDF.F продолжены до

пересечения в точке К (см. рисунок).

Докажите, что \F-K\ = V7~.

4. Накарточках, изображенных на

рисунке, написаны цифры. Сложите

с их" помощью четырехзначное число,

являющееся полным квадратом.

5. Настороне квадрата взято не-

несколько точек так, что сумма длин

первого, третьего н т. д. отрезков

(см. рисунок) совпадает с суммой
длин второго, четвертого и т. д. от-

отрезков. Через взятые точки проведе-

проведены прямые, параллельные другой
стороне квадрата. Докажите, что

суммарная площадь синих «полосок»

и суммарная площадь красных «по-

«полосок» одинаковы.

Эти задачи нам предложили
М. Комушенко. А. Швецов.

А. Эйвазов и В. Произволен
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С. Белый

Разноцветная
математика

«Творчество математика в такой же

степени есть создание прекрасного,
как творчество живописна или поэ-

поэта, — совокупность идей, подобно

совокупности красок или слов, долж-

должна обладать внутренней гармонией.
Красота есть первый пробный камень

для математической идеи; в мире
нет места уродливой математике»,—

говорил известный английский ма-

математик Годфри Гарольд Хар-
ди.

Однако есть и более явные свя-

связи математики с живописью: мате-

математикам очень часто помогает... цвет.

Да, да — цвет! Наверняка не раз

на уроках геометрии ваш учитель
математики использовал цветные

мелки, отмечая ими конгруэнтные

отрезки, равновеликие фигуры, оди-

одинаковые углы... Взгляните, например,
на рисунок 1. Там красным цветом

выделен центральный прямоуголь-
прямоугольный треугольник, а красной штрихов-
штриховкой — еше шесть ему конгруэнтных.
Теперь нетрудно увидеть, что сумма
площадей двух заштрихованных зе-

зеленым квадратов равна площади

квадрата, заштрихованного синим.

Доказана теорема Пифагора'.
Но, оказывается, раскраска мо-

может стать даже методом реше-
решении задач.

Начнем с задачи-головоломки:

найдем проход к центру лабиринта,
изображенного на рисунке 2. Для

этого закрасим все «тупики» лаби-

лабиринта, то есть те его участки, из

которых нет хода (см. рис. 3). Тогда

то, что останется незакрашенным,
и будет искомым путем. Попробуйте
испытать этот метод на лабиринте,
изображенном на рисунке 4. Укажи-
Укажите псе пути, ведущие к центру;
подсчитайте, сколько их и найдите
самый короткий.
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Следующий пример навеян изве-

известной шахматной задачей: обойти

конем всю шахматную доску и вер-

вернуться на исходное поле. У нее мно-

много различных решении. Л вот можно

ли обойти доску другой формы? На-

Например, прямоугольную доску раз-
размером 7x9 полей? Оказывается,
нельзя. И доказать это нам опять

поможет «раскраска».
Раскрасим доску размером 7x9

нолей «в шахматном порядке», начи-

начиная с углового ноля: черное папе. рис. 2.

белое поле, черное поле, белое по-

поле. ... Тогда нее угловые поля доски

будут черными; более того, черных

нолей будет 32, а белых — 31 (по-

(почему?). Но после каждого хода конь

меняет цвет поля, на котором он

стоял. Поэтому если бы конь обошел

псе поля доски и вернулся на исход-

исходное поле, то он побывал бы на оди-

одинаковом количестве черных и белых

полей. Поскольку на нашей доске

черных полей больше, чем белых,
хотя бы одно черное поле останется Рис 3.

непосещенным нашим конем-путе-
конем-путешественником •

Ну, а можно ли обойти конем дос-

доску размером 4X8 нолей? Оказывает-

Оказывается, тоже нельзя. Красивое доказа-

доказательство этого факта получается.
если раскрасить эту доску уже не в

два, а в четыре цвета какна

рисунке 5.

Заметим, что с полей синего цвета

конь может попасть только на поля

желтого цвета и наоборот — на ноля

синего цвета он может попасть

только с полей желтого цвета. По-

Поэтому на пути коня синее папе долж-

должно предшествовать желтому полю и

непосредственно следовать за жел-

желтым: ...ж — с — ж — с— ж... (см.
рис. 6).

С полей же желтого цвета конь

может перейти еще на поля зеленого

цвета. С другой стороны, если конь

перейдет с желтого пат я на зеленое,

то для того чтобы перейти на пате

синего цвета, ему предварительно
придется побывать на поле желтого

цвета. Отсюда следует, что в замк-

замкнутом маршруте число желтых полей

превосходит число синих (понять
это вам поможет рисунок G!). Но

поскольку в действительности число

желтых и синих полей одинаково. Рис. в.

Рис. 4.

Рис. 5.
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полученное противоречие доказы-

доказывает, что обойти конем доску разме-
размером 4x8 полей невозможно.

Еще один пример: можно ли куб
размером бхбХб сложить из
27 «кирпичей» размером 1x2x4?

Будем считать, что куб (ЗХбхб
составлен из 27 «блоков» размером
2x2x2, раскрашенных в синий и

белый цвета и расположенных и

«шахматном порядке» (рис. 7); пусть

при этом будет 14 синих «блоков»

и 13 белых «блоков». Теперь заме-

заметим, что как бы мы ни располагали

«кирпич» 1X2X4 внутри большого

куба, половина составляющих его

единичных кубиков Ax1x1)
окажутся синими и половина — бе-

белыми. Поэтому если бы куб разме-
размером 6x6x6 можно было сложить

из 27 кирпичей 1x2x4, то при
«шахматной укладке» этого куба
«блоками» 2x2x2 в нем белых еди-

единичных кубиков было бы столько

же, сколько синих. На самом же

деле у нас 108 белых единичных ку-
кубиков и 112 — синих. Поэтому куб
6x6x6 из 27 кирпичей 1X2X4 сло-

сложить нельзя.

После всего рассказанного вы

уже не удивитесь, узнав, что в ма-

математике существует много задач и

теорем о различных раскрасках.
Наиболее знаменитая из них — про-
проблема четырех красок*), состоявшая

в тон. чтобы доказать или опровер-
опровергнуть следующую гипотезу.

*) О проблеме четырех красок см. «Квант»:

1972, Л<> 4. с. 33; 1974. Л» 2, с. 58; 1974. Л1- 4.
с. 23 и 1977, Л"» I. с. 60.

«Любую карту на плоскости мож-

можно раскрасить не более чем в четыре

цвета так. чтобы любые две сосед-

соседние страны были раскрашены в раз-
разные цвета» (страны считаются со-

соседними, если они имеют обишн уча-
участок границы; страны, имеющие

лишь отдельные общие точки, сосед-

соседними не считаются). Впервые об этой

задаче упомянул в письме к Гамиль-

Гамильтону английский математик Де
Ь\ о'рга н A852 г.). Затем ее сфор-
сформулировал с трибуны Британского
географического общества выдаю-
выдающийся английский математик А р-
т у р К э л и A878 г.). С тех нор проб-
проблемой четырех красок «переболели»
тысячи любителей и математиков.

Почти сто лет она казалась непри-
неприступной. В результате многолетней

кропотливой работы было доказано,

что любая карта, содержащая не бо-

более 41 страны, может быть раскраше-
раскрашена в четыре цвета требуемым обра-
образом: но это, конечно, далеко не реша-
решало всей проблемы. Лишь совсем не-

недавно, в сентябре 1976 года, в журна-
журнале Американского математического

общества «Bulletin of American Mat-
Mathematical Society» появилось сообще-

сообщение американских математиков

А п п е л я и X а к е и а. доказавших

знаменитую гипотезу (замечатель-
(замечательно, что в доказательстве «принима-
«принимала участие», и весьма существен-
существенное. ЭВМ).

Вместе с тем еше в конце

XIX века было установлено, чго

любую карту на плоскости можно

правильно раскрасить пять ю

красками («правильно» означает —

так. чтобы никакие две соседние

страны не были окрашены в один

цвет). Попробуйте найти самостоя-

самостоятельно доказательство этого факта.
Но вначале — поэкспериментируйте.

1. Нарисуйте карту из четырех
стран, которую нельзя было бы пра-
правильно раскрасить двумя или тремя

красками.
2. Проведите несколько прямых;

докажите, что образуемую ими карту
можно правильно раскрасить двумя
красками.
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Г. Перевалов

Что значит

«знать»?

Вероятно, многие из читателей

«Кванта» собираются после оконча-

окончания шкоды поступать в вуз. Конечно,
всех волнует вопрос, какие требова-
требования предъявляются к знаниям. Что
и как нужно знать? Попробуем объ-

объяснить это на нескольких примерах.

Математика состоит из аксиом,

теорем и доказательств. Наряду с

этим в математике фундаментальную
роль играют определения. Знать ма-

математику — это значит знать все ее

части. Причем-к каждой части нужен
свой особый подход.

Например, что'значит знать опре-
определение предела функции? Вот что

мы услышали на уроке математики
в одной из московских школ.

Учи г е л ь. Что означает равен-

равенство

\\mf(x)-b? (I)
х-а

Учен и к. Равенство {1) озна-

означает, что число b является преде-
пределом функции f при х. стремящемся
к а.

Учитель. Это еще не ответ.

В чем смысл равенства A) ?

Ученик. Равенство (I) озна-

означает, чти для любого положительно-
положительного числа е найдется такое положи-

положительное число 6. что при всех хфа.

удовлетворяющих неравенству
| л'—а | < 6, будет выполняться нера-

неравенство \f{x)—Ь |<е.

У чите л ь. Верно. Теперь найди
предел функции \\х) «2л-ьЗ при х.

стремящемся к 1.

У ч е и и к (пишет).

Mm f(x) = lim
»-»1 X—-I

=Г>.

У ч и т с л ь. Каков же точный

смысл равенства B)?
Учен и к. Для любого положи-

положительного числа f найдется такое по-

положительное 6, что при всех x=f=\.
удовлетворяющих неравенству

\х—!|<6, C)

будет выполняться неравенство

Учитель. Совершенно верно.
А теперь «поработай» с определе-
определением: докажи с его помощью равен-
равенство B).

У ч е н и к. Возьмем произвольное
число е>0. Чтобы найти 6. перепи-
перепишем D) гак:

2|дг—1|< е о I*—1|< tffi.
Положим 6 = t/2. 77v<)ci b>0 и

для всех х^\ таких. чп> \х I • < i\

выполняется неравенство f-h. Зна-

Значит, число 5 действительно мв.мстс.ч

пределом функции fix) =»2.v-r 3 при
х. стремящемся к I.

У ч и т е л ь. Очень хорошо. А не

мог вы ты дать геометрическую ил-

иллюстрацию определения предела
функции?

У ч е и и к. Равенство A) озна-

означает, что какую бы t-окрестность
\Ь—е; e-ft[ точки Ь мы ни взяли.

Г(х)

Рис. I.
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найдется такая Ь-окрестность Jo—Л;
а + 6( точки а. для любой точки

хо?\а—6; о-гЛ[ которой, кроме,
быть может, точки а (см. рис. 1),
значение функции f(x0) принадлежит
взятой е-окрестности. то есть

Ь—

\f(X0)-b\<?.
Когда b действительно является

пределом функции f при х. стремя-
стремящемся к а. то по заданному f>(J

нужное б можно найти при помощи
чертежа: через точки Ь + е и b—е
на оси ординач проведем прямые,
параллельные оси абсцисс, точки

пересечения этих прямых с графи-
графиком функции { спроектируем на ось

абсцисс; расстояние от точки х — а

до ближайшей проекции и будет
искомым 6.

Учитель. Ты не вполне прав.
Этот способ годится не всегда.

Во-первых, точек пересечения может

вообще не быть; так будет, напри-
например, если график функции ( распо-
расположен внутри некоторой полоски

(рис. 2). Во-вторых, среди проекций
точек пересечения может не быть
ближайшей. Например, для функции

sin —, если х>0,

х. еслих<0

(см. рис. 3; поскольку график функ-

функции f на отрезке [о; — ] имеет

бесконечное число колебаний, нари-
нарисовать его на этом отрезке точно и

полностью, конечно, невозможно)

lim^x) =— ~.

„1 i
Нопри е= -J- прямая у %¦т«? = О

пересекается с графиком функции /
в точках x~\/nk (k=l, 2, 3, ...).
а прямая у= —-^

— е — в точках

[ Ь (Л I О \

Рис. 2.

все ми это. чго нужно знать про

предел функции? Нет. еще не все.

Например, надо уметь по графику-
функции находить ее предел при х,

стремящемся к данной точке. Так,
функция [, график которой изобра-
изображен на рисунке 4, при х. стремя-

стремящемся к Q|, предела не имеет, по-

поскольку не существует окрестности
этой точки, для всех точек а'=^сц ко-

которой выполнялось бы неравенство

|/(*)—Ь^ | < с (функция определена
только справа от а,). При л\ стре-
стремящемся к C2, у функции f также

нет предела, так как никакое число

b не удовлетворяет определению
предела*).

При а', стремящемся к а3, функ-
функция ( имеет предел b3 : lim f(x) =63,
но Ьзф J ia3). Говорят, что в точке

*) В 3Tov легко убедиться, если взять
e-min (\b— b'7\, \Ь—Ь'я'\) (в частности.

b"b''

—1Л о

Не правда ли, ученика «допра-
«допрашивали» довольно пристрастно? Но Рис. 3.

34



к antmc me ru

x = a3 функция / имеет разрыв. При
л\ стремящемся к щ. функция / так-

также имеет предел: Vim f {x) =b4.

причем 64 = f(fl4>. Говорят, что в

точке о4 функция f непрерывна. Су-
Существует предел функции / и при х,

стремяшемся к о5: Mm f\x) =65, хо-

тя функция / в этой точке не опре-
определена, as$ D{f}.

Вот примерно все, что нужно

зндть об определении предела функ-
функции.

Теперь уже можно ответить на во-

вопрос
— что значит знать определе-

определение. Знать определение — это не

только уметь правильно его сфор-
сформулировать, но и уметь проиллюстри-
проиллюстрировать его на рисунке или на при-
примере, показать в работе, применить
на практике. Вот с такой «меркой»
к знанию определения и подходят

экзаменаторы па вступительных эк-

экзаменах.

А что значит - - знать теорему?
Прежде всего, надо правильно ее

сформулировать. Далее: надо знать

смысл всех терминов, встречающихся
в формулировке теоремы, уметь разъ-
разъяснить и определить их. Ведь прежде
чем доказывать теорему о свойствах

некоторого математического объек-

объекта, надо, конечно, понимать, что это

за объект. Например, невозможно

доказать теорему о производ
ной суммы двух функций, не зная

определения производной.
Очень полезно также уметь приве-

привести пример, опровергающий утвер-
утверждение, полученное из теоремы от-

Рис. 4.

брасыванием какого-нибудь из ее

условий.

Упражнение I. Опровергните тео-

теоремы:
а) если последовательность монотонна,

го пни имеет предел;
б( если последовательность ограничена,

то она имеет предел *) ¦

Теоремы, содержащие необхо-
необходимые и достаточные условия, надо

уметь расчленять на две: чтобы од-
одна выражала необходимость

условия, а другая
— сто доста-

достаточность.

Упражнение 2. Проделайте такую
операцию со следующей теоремой**): функ-
функция является обратимой тогда и только тогда,
когда каждое свое значение она принимает

только один pax

*) См. теорему Вейерштрлссл («Алгебра
и начала анализа 9». п. 31).

**) «Алгебра и начала анализа 10». с. 170.

0 диофантовом анализе

(Начало см. на с. 16)

Легко сообразить, что в уравне-
уравнении х2—2уг«=1 число а-— нечетное.

х>3. Пусть * = 2/J+I («>!). Тогда
2п(п +1) =у2, откуда следует, что

у
— число четное. Положим у —1т

(т>1, поскольку у>2). Получим
п(п + 1) =2/л2, то есть уравнение

вида Тп=*Кт. Это означает, что

уравнение Т„ = Кт имеет бесконечное

множество решений, так как каждое

решение (дг; у) уравнения л:2—2у2==
= 1 (а их бесконечное множество)

порождает решение уравнения Та =

= Кт, получаемое по формулам п —

Задача 5. Докажите, что решения

(в натуральных числах) уравнения Т„~К„
могут быть описаны следующими двумя спо-

способами:

а) п»ц="З

С) я„.2~6н»,,—я»,
mt_2 = 6f7!t4.|—mt,

И| = 1, «2=8. Ш\ = I. /?|2=6.

3S
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Л. Асламазов

Электромагнитная
индукция

ЭДС индукции
в движущихся проводниках

При движении проводника в магнит-

магнитном поле в нем возникает электро-
электродвижущая сила индукции

где В — индукция магнитного поля,

I — длина проводника, ~v — его ско-

скорость, а — угол между направле-
направлением движения проводника и индук-
индукцией магнитного поля*). В случае
разомкнутого проводника на его кон-

концах появляется разность потенциа-

потенциалов, равная ЭДС индукции. При за-

замыкании проводника на внешнюю

цепь возникает индукционный ток.

Задача 1. Металлический
стержень скользит с постоянной ско-

скоростью ~v no проводящим рельсам
в магнитном поле с индукцией В.
перпендикулярной плоскости рельсов

(рис. 1). Концы рельсов замкнуты
на проводник сопротивлением R и

конденсатор емкостью С. Считая со-

сопротивление рельсов и стержня пре-
пренебрежимо малым, найти ток в про-
проводнике и заряд на конденсаторе.
Расстояние между рельсами I.

Так как движущийся стержень,
проводник и конденсатор соедине-
соединены параллельно, величина ЭДС ин-

ин•) Подробнее о причинах возникновения
ЭЯС индукции в движущемся проводнике
можно прочитать, например. в статье
Ю. Зайчикова «Сила Лоренца н се

работа», «Квант». 1979. Кя 2. (Прим. ред.)

дукции равна-напряжению на концах

проводника:

и напряжению на конденсаторе:

Поэтому ток в проводнике

l = \~B\l\Z\IR.
а заряд на конденсаторе

Q = \B\l\Z\C.
Задача 2. Два одинаковых

стержня длиной I каждый вращают-
вращаются, не мешая друг другу, на одной

проводящей оси с угловыми скоро-

скоростями ioi и «2- Концы стержней
скользят по металлическому кольцу,

которое находится в магнитном поле

с индукцией В. перпендикулярной
плоскости кольца (рис. 2). Сопро-
Сопротивление каждого стержня R. сопро-
сопротивление кольца пренебрежимо мало.

Найти токи в стержнях и разности

потенциалов ни их концах.

Стержень, вращающийся в маг-

магнитном поле, можно представить со-

состоящим из отдельных маленьких

участков, каждый из которых дви-
движется поступательно со скоростью

гГ, (рис. 3). Модуль этой скорости

|и", | = юг, где т — расстояние от вы-

выделенного участка до оси вращения.

В каждом участке возникает ЭДС
индукции

A€,^\B^r\v^\ = |1Г|Дг«ог.
Полная ЭДС индукции, наводимая
в стержне,

Так как сопротивление кольца

можно не учитывать, электрическая

Рнс. 1.

36



к ntmccme.ru

Рис. 4.
б)

схема рассматриваемой задачи сво-

сводится к двум источникам с электро-

электродвижущими силачи ?| =|В \м\1г}'2 и

?2 = |?|<ог/У2 и одинаковыми внут-

внутренними сопротивлениями R. Источ-
Источники соединены параллельно в слу-
случае вращения стержней в одну сто-

сторону (рис. 4м) и последовательно -

при вращении в разные стороны
(рис 4.6). Следовательно, в первом

случае ток в стержнях равен

I.
2/? 4R

а во втором

'б - 4/?

Разности потенциалов на концах

обоих стержней одинаковы. Для пер-
первого стержня, например, разность
потенциалов на его концах .равна
разности ЭДС индукции и падения

напряжения на сопротивлении R:

С/.= #,_/вЯ«

Заметим, что при вращении стер-
жнеи с одинаковыми угловыми ско-

скоростями в одну сторону ток в стерж-
стержнях равен нулю (как при параллель-
параллельном соединении одинаковых источ-

источников), а при вращении в разные

стороны равна нулю разность потен-

потенциалов на концах стержней (как при
последовательном соединении оди-
одинаковых источников) .

Изменение магнитного потока

и ЭДС индукции

ЭДС индукции возникает не только

при движении проводника в магнит-

магнитном поле, но и при изменении вели-

величины магнитного потока через по-

поверхность, ограниченную проводя-
проводящим контуром. В таком случае, со-

согласно закону Фарадся, в контуре
наводится ЭДС индукции

с1Ф
B)

Здесь 0_^=|fi|Scosu — магнитный

поток (В —

нндукпия магнитного

поля, S — площадь поверхности,

охватываемой контуром, и — угол
между индукцией и нормалью к по-

верхности), •.-
— скорость измене-

изменения магнитного потока. Знак «минус»
указывает, что возникающий в кон-

контуре индукционный ток препятствует
изменению магнитного потока.

Физические причины возникнове-
возникновения ЭДС индукции при движении

проводника и при изменении магнит-

магнитного потока различны. Однако фор-
формулой B) можно пользоваться и для

нахождения ЭДС. возникающей в

контуре вследствие движения про-
проводника в магнитном поле. (В этом

можно убедиться, например, вернув-
вернувшись к задаче I. Сделайте это само-

самостоятельно.)
Задача 3. Проволочная ка-

катушка находится в магнитном поле,

параллельном оси катушки. При
включении магнитного поля за время

\1\ в катушке возникает ЭДС индук-
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ции $,. Какая ЭДС индукции на-

ведетсн в катушке при повороте ее

оси на угол а за время Л*2?

При выключении магнитного поля

изменение магнитного потока через

каждый виток катушки, взятое с об-

обратным знаком, равно

-ДФ, =|T
где |в| — абсолютная величина на-

начальной индукции магнитного поля.

г S — площадь поперечного сечения

катушки (конечное значение индук-

индукции равно нулю). В соответствии с

законом Фарадея B) в катушке воз-

возникает ЭДС индукции

где п — число витков в катушке.
Отсюда

При повороте катушки магнит-

магнитный поток меняется вследствие изме-

изменения угла между нормалью к плос-

плоскостям витков, направленной по оси

катушки, и вектором индукции маг-

магнитного поля (рис. 5). Начальный
поток Фм„ = |В|5, а после поворота
на угол а Фк0„= \~B\S cos а. Поэтому

\Ф2= \B\S(l —cosu)

и возникающая в катушке ЭДС ин-

индукции равна

с n|fi[S(l—cosa)
*2= пг '

Подставляя в последнюю форму-
формулу значение величины п \B[S, полу-
получаем

Рис. 5.

Заряд, протекающий по контуру,

определяется по формуле

-1 W = д/=?J д/= iJ

где ЛФ — изменение магнитного го-

тока через поверхность, ограничен-

ограниченную контуром, а R —

сопротивле-
сопротивление контура (заряд зависит не от

скорости изменения магнитного по-

потока, а от самого изменения!).
Таким образом, для решения за-

задачи необходимо вычислить соответ-

соответствующие изменения магнитного по-

потока. В случаях а) и б) эти измене-

изменения происходят только вследствие

изменения площади поверхности,
охватываемой контуром (индукция
магнитного поля н направление нор-

нормали к плоскости рамки не меня-

меняются):

?
Так как периметр рамки постоянен,
изменение площади в случае а) равно

Задача 4. Плоская проволоч-
проволочная рамка находится в магнитном

поле с индукцией В. перпендикуляр-
перпендикулярной ее плоскости. Рамка представ-
представляет собой квадрат со стороной а.

Затем ее: а) изгибают в прямоуголь-

прямоугольник с отношением сторон 1:2; б) вы-

вытягивают в одну линию: в) изгибают
в два квадрата с отношением площа-

площадей 1:4 (рис. 6). Найти заряды, про-

протекающие по рамке при каждом из-

изменении ее формы. Сопротивление
рамки R.

б)
Рис. 6.

за
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и по рамке протекает заряд

Qa —

в —др
¦

В случае б) конечная площадь равна

нулю, поэтому

AS6= —а2

R

В случае в) рамку перегибают
так, что направление нормали у од-

одного из квадратов оказывается про-
противоположным начальному направ-
направлению. Следовательно, полный по-

поток магнитной индукции в этом слу-
случае равен разности магнитных пото-

потоков через отдельные квадраты:

где 5) = {//да)* = 4/\)а* и 52 = 6i/4 =
= а2/9 — площади большего и мень-

меньшего квадратов. Тогда

\с = (Л а2_ ?l\ _„2_ ?_„гЛЛ«- \ д а 9/° - 3°

и по рамке протекает заряд

Вихревое электрическое поле

и его работа

Причиной появления индукционного
тока в контуре, помещенном в пере-
переменное магнитное поле, является

вихревое электрическое поле, которое
возникает в пространстве при изм»
нении магнитного поля. Это поле ¦

приводит в движение электроны в

проводящем контуре. В отличие от

электростатического поля работа при
перемещении заряда по замкнутому
контуру здесь не равна нулю: она

равна §„ умноженной на величину
перемещаемого заряда.

Задача 5. В камере ускорите-
ускорителя по окружности постоянного ра-
радиуса R движется тонкий пучок из
п электронов, равномерно распре-
распределенных по орбите. Магнитный по-

поток через площадь, охватываемую
пучком, линейно растет со време-
временем: Ф = at. В некоторый момент вре-
времени величина тока в камере уско-

ускоригеля равна /о- Каким станет ток I

после того, как частицы сделают один

оборот?
Величина тока / в камере опре-

определяется зарядом, проходящим через

поперечное сечение за единицу вре-
времени. Если линейная скорость элек-

электронов v, то за время / = 2л/?/у че-

через выделенное сечение проходят все

п электронов. Поэтому ток

. пе nev

Начальное значение тока позволяет

найти начальную скорость электро-
электронов:

2л/?/е

Переменное магнитное поле по-

порождает вихревое электрическое по-

поле, которое и ускоряет электроны.
За время одного оборота электрона
электрическое поле совершает работу

dt
- — ей.

Эта работа идет на изменение кине-

кинетической энергии электрона:

mv2

^- = ей.

Отсюда находим конечную скорость

электронов:

= д/.
2га

m

2еа

и ток в камере:

. пе

~~1Krv
=:

пе V—V m

ЭДС самоиндукции

Изменение магнитного потока через

плошадь, охватываемую контуром,
может происходить вследствие изме-

изменения тока в самом контуре. В таком

случае в контуре также возникает

электродвижущая сила, которую
называют ЭДС самоиндукции, а само

явление называют самоиндукцией.
Связь магнитного потока Ф "с вели-

величиной тока / определяется формулой

где L — индуктивность контура. Тог-
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Phc. 7. Phc. 8.

да. в соответствии с законом Фара-
дея B), ЭДС самоиндукции равна

ё - - / d-
fc» ¦

-

di-

Задача 6. Стержень сколь-

скользит с постоянной скоростью v по рель-

рельсам, находящимся в магнитном поле

с индукцией В. перпендикулярной
плоскости рельсов (рис. 7). Концы

рельсов замкнуты на соленоид с ин-

индуктивностью L. Какой ток тенет че-

через соленоид? Сопротивление соле-

соленоида, рельсов и стержня пренебре-
пренебрежимо мало. Расстояние между рель-
рельсами I.

Поскольку на соленоиде, рельсах
и стержне падения напряжения нет,

сумма ЭДС индукции, наводимой в

движущемся стержне, и ЭДС само-

самоиндукции, возникающей в соленоиде

вследствие изменения тока в нем,

равна нулю:

Здесь *,ЧВ|/Й " ?.= -^5Г

Так как ЭДС индукции не зависит

от времени (стержень движется рав-

равномерно), должна быть постоянной

и ЭДС самоиндукции. Следователь-

Следовательно, скорость изменения тока в соле-

соленоиде постоянна и равна

*L
dt

а ток в соленоиде меняется со време-
временем по линейному закону

, \B\t\v\,

Задача 7. Соленоид с индук-
индуктивностью L подсоединяется через
ключ К к источнику с постоянной

ЭДС <? (рис. 8). Какую мощность Рис. 9.

потребляет соленоид от источника

при частоте переключения ключа v?

Сопротивлением соленоида, источни-

источника и подводящих проводов прене-
пренебречь. Считать, что ключ отключают

на очень короткое время.

При замыкании ключа в соленои-

соленоиде возникает ток. который линейно

растет со временем: /= $t/L (см. ре-
решение предыдущей задачи). За вре-
время 7"== 1/v ток увеличивается до

fm^^^TjL. При размыкании ключа

ток уменьшается до нуля за очень

короткое время (много меньшее Т).
График зависимости тока от време-

времени имеет вид. показанный на рисун-

рисунке 9.

При увеличении тока / за время

At по цепи проходит заряд &.Q =

= М/, а за период Т переместится

заряд

(этот заряд численно равен плошади

фигуры, заштрихованной на рисун-
рисунке 9). При этом источник совершает

рвботу

Следовательно, потребляемая мош-

'max' ~Я ~~Я >

О 2Г
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1»ИС. III.

в

©

Рис. II.

ность равна

Р —

^
г ~

Т

Упражнения

I. Металлический стержень движется с

постоянном скоростью v по рельсам, концы

которых замкнуты ия проводники сопротив-
сопротивлениями R\ и R~t (рис. 10). Рельсы находятся

к магнитном поло с индукцией В. перпенди-
перпендикулярной плоскости рельсов. Расстояние меж-

между рельсами /. Какой ток течет через стер-

стержень, если его сопротивление и сопротив-

сопротивление рельсов пренебрежимо милы? Какую
мощность необходимо развивать, чтобы пере-

перемещать стержень с постоянной скоростью?
2. Какизменится ток в металлической

рамке, вращающейся в постоянном магнит-

магнитном поле с индукцией, нлнравленной перпен
дикулярио оси вращения, при увеличении
частоты вращения вдвое?

3. Проволочный квадрат со стороной а

вдвигается со скоростью t^? поле постоянно-

постоянного магнита с .индукцией В, перпендикуляр-
перпендикулярной плоскости квадрата (рис. II). Какой ток

течет но проволоке, если сопротивление квад-

квадрата R? По какому' закону будет меняться
ток со временем, если вдвигать квадрат с

постоянным ускорением? Индуктивностью про-
проволочного квадрата пренебречь.

4. Кольцоиз сверхпроводника, но которо-

которому течет ток, изгибается в виде восьмерки,
а затем перегибается вдвое. Как изменится

при этом ток в кольце?
5. Вкороткозамкиутую катушку вдвигают

постоянный магнит: один раз быстро, а дру-
другой — медленно. Одинаковый ли заряд про-
протечет но катушке в обоих случаях? Будут
ли одинаковы количества теплоты, выделяю-

выделяющиеся в катушке?
6. Покажите,что индуктивность однослой-

однослойной катушки пропорциональна квалрату числа

витков п.

7. Токв катушке нарастает пропорцио-

пропорционально времени. Каков характер зависимости

тока от времени в другой катушке, индук-
индуктивно связанной с первой и замкнутой на

постоянное сопротивление?
8. Скакой минимальной частотой можно

переключать ключ в задаче 7 в статье, если

известно, что соленоид выдерживает макси-

максимальный ток /о?

(Начало см. на с- 28)

82; Б. Гольдфарб (Москва) 74; В. Горбунов
(Коммунарск) 79, 80, 82—84, 86, 87: С. Го-
родько (Днепропетровск) 74, 76, 78. 79;
А. Григоренко (Макеевка Донецкой обл.) 79,
80. 82—84, 87: И. Грузберг (Пермь) 74, 76,
78—R0. 84: И. Губим Ереван) 75, 76, ВО. 82;
A. Гуляев(Москва) 78. 80, 82, 84; М. Гунди-
лович (Горолся) 82; J1. Гуральник (Жито-
(Житомир) 76, 82; А. Давоян (Ленинакан) 78, 82;
М. Данилин (Новоаииинекий) 75, 76. 78;
И. Даниловский (Горький) 78—80. 82, 84;
B. Дворцевой (Липецк) 84: И. Деребас

(Магнитогорск) 74; С. Доебыш (Москва) 74,

76; А. Долинин (Владимир) 76; А. Иремин

(п. Черноголовка Московской обл.) 78, 80.
82; Ю. Елисеев (Великие Луки) 80. 82:
//. Елишевич (Чернигов) 75, 76, 79, 80, 82.
84; П. Желиговская (Москва) 74—76, 83. 84.
87: //. Житенев (п. Черноголовка Москов-
Московской обл) 74, 76, 78—80, S2—84: В. Жордоч-
кин (Орск) 80, 82, 84; А. Заневский (Ленин-

(Ленинград) 78—80, 82; А. Захарьян (Чернигов)
75. 76; Л1. Зейфман (Вологда) 74. 76, 78-80.

82—84; И. Зильберберг (Алма-Ата)» 80,
82—84; С. Заневский (с. Хорошее Озеро
Черниговской обл.) 84; Л. Золотых (Курск)
82: В. Зибко (Ивано-Франковск) 79. 80, 82:
И. Иванов (Сзратов) 75, 76. 78—80, 82—84,

87; В. Ивахненко (Киев) 83; В. Изергин

(Новосибирск) 78, 84; В. Израилит (Днепро-
(Днепропетровск) 75, 80. 82. 84; А. Ияразли (Тбили-

(Тбилиси) 75: О. Исупоаа (Оренбург) 76; А. Капель

(Москва) 74—76; В. Кагин (Житомир) 75, 76,

78, 79. 82—84. 86. 87; Э. Кафаров (Баку)
80: А. Клинк (Ковров) 76, 82: Е. Когин

(Днепропетровск) 75. 76, 78—80. 82—84.
86; А. Кожевников (Днепропетровск) 76.

78—80, 82; Г. Кожоридзе (Телэви) 82—84.

86; В. Козлооский (Новолукомль) 75, 76.
7R—R0, 82. 64. 86, 87; А. Колдорхин (Куй-
(Куйбышев) 74—76; Г. Коломейцев (Сумгаит)
74—76, 78—80. 82—84, 87; В. Комов (Алек-

(Александров) 74—76, 78—80. 82—84, 87; В. Конь-
шин (Ростов-на-Дону) 84; В. Коробов (Киро-
(Кировоград) 74. 76. 80. 83. 84; Г. Короткое

(Окончание см. на с. 56)
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Варианты вступительных экзаменов в вузы
в 1979 году

Ленинградский
государственный университет
им. А. А. Жданова

Математика

Письменный экзамен

Вариант 1

(«атематико-механический факультет)

1. Сколькокорней имеет уравнение

f(x)-af'ix) 0.

если Их) = (х-Х|) (х—хг){х—лг») <лг—хА), а,

X|. xj. Хз. xt — действительные числа (jC|<*i<
<Хз<Х4)?

2. Решитьнеравенство (при а € R)

ga()()

3. Решитьуравнение (при af R)

a • sinx+tg x+ I = .
в cos*

4. Вравнобедренную трапецию ARCD
ьгшеаиа окружность радиуса R; К — точка

пересечения диагоналей^ трапеции. \АВ\ —

ее большее основание, КВА ** а. Найти радиус

окружности, касающейся данной окружности
и отрезков |/ДО|, \КС) диагоналей.

5. Точки М. Л/. P. Q расположены в

пространстве так. что (MN) L(PQ).
(MP)HNQ). Доказать, что и (Л*<?) ± (Л'Р).

Вариант 2

(факультет прикладной математики —

процессов управления)

1. Длякаких я (а ? |0; 1)) площадь фн
гуры. ограниченной графиком функции
{/ = /(*) и прямыми х=-0. дг« I. у-((а)'. имеет

наибольшее н наименьшее значения, если

f{x) — л" + Зл*. a, p
— действительные числа,

причем а> I. {$> I?

2. Прикаких а (a f R) любое решение
неравенства

log3 (д?—Лиг+7)

log»

будет также решением неравенства х- +

+ <5—2а)х<\0а?
3. Решить уравнение (при at R)

— Dдг+ П cos*x=«0.

4. Длины катетов прямоугольного тре-

треугольника равны аи* ллниа биссектрисы
прямого угла равна /. Верно ли. что

5. Сфер* проходит через центр шара,
вписанного в правильный тетраэдр, и касается

трех ребер тетраэдра, исходящих из одной

вершины. Найти радиус сферы, если длина

ребра тетраэдра равна а.

Вариант 3

(физический факультет)
1. Ширинареки равна а м, скорость ее

течения — w м/?ек. скорость пловца в стоячей

воде — v м^ек (v<w), а скорость его дви-

движения на суше — и м^ек. За какое наимень-

наименьшее время пловец может попасть в точку,

расположенную иа противоположном Серегу
напротив того места, с которого он начинает

переправу? Считать, что в воде пловец не

изменяет выбранного им в начале переправы
движения и что вектор скорости течения реки

параллелен ее берегам, которые предполага-
предполагаются прямолинейными.

2. Прикаких a (ad R) точка (а; аг) рас-
расположена внутри треугольника, ограниченного

прямыми у
= х+ 1. i/

= 3—jc. у= —2х?
3. Решитьуравнение

— I +sin 4x.

4. Найти lim х„. если

I

1-2 1-4 2-3

1

4-7

1

< 1

"¦'

п(п+\) (Зл-2)(Зп+1)
"

5. Три большие окружности одинакового

радиуса R касаются попарно друг друга. Три
маленькие окружности имеют одинаковый ра-

радиус и касаются попарно друг друга. Найти

радиус маленькой окружности, если каждая
из маленьких окружностей касается также

двух больших.

А. Пономарснко
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Киевский

государственный университет
им. Т. Г. Шевченко

Математика

Письменный экзамен

Вариант I

(механико-математический факультет)

1. Решить систему уравнений

I log* х + log« у = I + log* 9,

2. Решитьнеравенство

V9- + 3'—2>9—3'.

3. Вокругшара объемом V описан конус
таким образом, что его объем — наимень-

наименьший из всех возможных. Найти объем конуса.
4. Прикаком значении а прямая у

= а

делит площадь фигуры, ограниченной линиями
у
= 0 и #

— 2 + х—х}. пополам?
5. Решитьуравнение

= у7—

Вариант 2

(факультет кибернетики)

I. Пусть

max [А. В) •*{
А>В

В. если В>А.

Вычислить площадь плоской фигуры, ограни-
ограниченной частями линий max (х, у) — 1 и

у |, лежащих в первом квадранте.
2. Зная радиус т основания коиуса, опре-

определить радиус сечения, которое параллельно
основанию и делит объем коиуса пополам.

3- Решить уравнение

2 sin2 х—5 sin х • cos jc—8 cos1 х = —2.

4. При каких значениях а уравнение

ал? — In х имеет один корень?

теты)

кону

Вариант 3

(физический и радиофизический факуль-

Точка движется прямолинейно ко за-

за5@- --=¦

(время измеряется в секундах, пройденный
путь в метрах). Определить:

1) моментвремени, когда ускорение точки

равно нулю;

2) скакой скоростью движется в этот

момент точка?

2. В конус, высота которого равна радиу-

радиусу основания, вписан шар. Найти отношение

объема шара к объему конуса-

3. Решитьнеравенство

х+2 < Vx+14.

4. Решитьсистему уравнений

{logs (log? х) + log, (log, у) = 1,

хуг = 4.

5. Найтинаибольшее и наименьшее зна-

значения функции

Задачи устного экзамена

I. Решить уравнения

a) log] (cos х) + log i {—sinx)=0;

=|jt -\—\X 7I 4 11 4
В)

2. Решить неравенство

г

ж з

3. Найти промежутки монотонности и точ-

точки экстремумов функции

Построить график этой функции.
4. Построитьграфик функции

{Vх—\ если
х<0.

V'lx—хг
, если х>0.

5. Прикаких а функция

имеет положительную точку максимума?
в. При каких m функция

=2С—те~' +2т)х—3

монотонно возрастает на всей осн?

7. Прикаких а уравнение

Зх lgx= I Л-а \gx
имеет: а) одно решение: б) два решения?

8. Сколькокорней в зависимости от пара-

параметра а имеет уравнение

д*.^ 1*1 = 4а.

9. Сколькокорней, принадлежащих про-

промежутку [—я; л], имеет уравнение

3 Sin л: + sin 3x = 2a

в зависимости от параметра а?

10. При каком а сумма кубов корней
уравнения

6ха + 6(о— I) х—5а + 2а1 = О

наибольшая?
11. Наплоскости изобразить множество

точек

{{х; у) ]х1+у'-2х-2у+ 1 =0).

Написать уравнение образа этого множества

при параллельном переносе р= @; —I)-
12. Нейтивсе значения а, при которых

множество

{(х; у)\хг + у! + 2х<\) П {(х; у) \х—у
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содержит только одну точку. Найти эту точку.

13. Фигураограничена графиком функции

у = VxTnpRMofl i/=2 и осью ординат. В какой

точке графика данной функции необходимо

провести к ней касательную, чтобы она отсе-

отсекала от указанной фигуры треугольник наи-

болыиейч площади?
14. 1очка (дг; у; г) лежит на плоскости

х + у+г«=6. Доказать, что хг гуг + г?> 12.

15. Доказать, что для произвольного

натурального числа п выполняется равенство

(¦- т) (¦-*) (¦-«)¦-
d 1_\=1±"Л Bя—I)*/ 1-

1+2л

2л
'

16. Втреугольнике ABC проведена ме-

медиана СМ. Прямая I, параллельная (CAf).
пересекает (ВС), {СА) и [АВ) соответствен-

соответственно в точках А,. В| и Су. Доказать, что

A~fc, + filt'i - СА + с?.
17. ОкружностьК\ касается внутренним

образом окружности Кг в точке А. [ВС] —

хорда окружности /С», касающаяся окружно-
окружности /Ci в точке D. Доказать, что BAD = DAC.

18. Впрямоугольном треугольнике ABC

\BD\ — высота, опущенная из вершины пря-

прямого угла на гипотенузу АС. Доказать, что

1 '- '
+

J

19. Доказать, что в произвольном тре-

треугольнике

1
-

'
+ -U-L

r ha hb hc

где Л„, Л». hc — длины высот треугольника.
г — радиус вписанной окружности.

//. Перестюк. М. Ядренко

Ростовский

государственный
университет

(механико-математический факультет)

Вариант 2

(отделение механики)
1. Найтивысоту цилиндра наибольшего

оОъема, вписанного в шар радиуса R.
3 3

2. Известно,что прямая у= —х
—

^

является касательной к графику функции

((х) — -т-jf4—л. Найти к<х>рдннаты точки

касания.
3. Решитьнеравенство

logs (V—5 • 2'-t-2)>2.

4. На I 0; — I найти решения уравнения

sin 7*-t-cos*2л:«-sin1 2x+sin дг.

Вариант 3

(отделение прикладной математики)

1. Боковая грань правильной четырех
угольной пирамиды нмеет заданную пло-

площадь S и наклонена к плоскости основания

под углом, величина которого равна а. При
каком значении а объем пирамиды будет наи-

наибольшим?
2. Даны три некомпланарных вектора

а. п.С. Найти числа р и q. при которых

векторы pm-qb + Сн а+ро 4-с/?"коллниеарии.
3. Решитьнеравенство

(I
\'

I) +2>3'
/ I v'

(i)
4. Решить уравнение

sin х-t-sin 2x -t- sin Здг = 1 -t- cos x + cos 2x.

Я. Ерусалимский. Т. Коршикпоа.
А. Хейфиц

Московский

государственный
педагогический институт
им. В. И. Ленина

Математика

Письменный экзамен

Вариант 1

(отделение математики)

1. Найти высоту цилиндра наибольше-

наибольшего объема, вписанного в данный конус с вы-

высотой // и радиусом основания R.

2. Решитьуравнение

3. Решить уравнение

sinJx+sins2jc4-sin23jc

Математика

Письменный экзамен

Вариант I

(математический факультет)
Решите любые пять из следующих задач:

1. Найтиплощадь фигуры, заключенной

между линиями у=—хг + 6х ~2 и у=х2—
—2х+4.

2. Решитьуравнение

1—cos2x

sin 2x

3. Решитьнеравенство

t- 2)>log0.i(x+3).
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4. Впараллелограмме ABCD известны

координаты вершин А C; I; 2), В @; —I; —I).
С (—1; —I: 0). Найти длину диагонали BD.

5. Вправильной четырехугольной пира-
пирамиде SABCD длина стороны основания рав-
равна а, длина высоты ранка Л, М — точка

пересечения медиан грани BSC. Найти угол
наклона прямой AM к плоскости основания

пирамиды.
6. Назовем матрицей таблицу вида

\° d) ' где °' *' с' ^ — действительные

числа. ЕслиЛ-(° *).*-(;, *).тоЛ=й
означает, что а*»1. 6 —/и, с — п. d — p. Про-
Произведением А • В матриц А и В назовем

матрицу

/al + bn am + bp\

\cl+dn cm+dp/

(О
I v

I О I

¦UD-
б) ' (айти матрицу X такую, что ( о я) X

Вариант 2

(физический факультет)

1. Приобретенонекоторое число билетов
в театр н некоторое число билетов в кино.

За билеты в театр заплатили 24 руб.. за

билеты в кино -- 14 руб. Каждый билет в

кмно на I руб. дешевле, чем билет в театр.
Сколько куплено билетов в театр, если их

на 2 меньше, чем билетов в кино?

2. Построитьграфик функции

У - ^ - 2х*.

3. Вычислитьплошадь фигуры, ограни-
ограниченной линиями ух. у = —л? + 4х.

4. Сторонаоснования правильной четы-

четырехугольной пирамиды равна а. Плоский угол

при вершине равен а. Найти объем пирамиды
и площадь ее боковой поверхности.

5. Решитьуравнение

Sin Jt= I +СОБДГ.

Физика

Задачи устного экзамена

(физический факультет)

1. Впоследнюю секунду своего свобод-
свободного падения тело прошло половину всего

пути. С какой высоты и сколько времени

падало тело?
2. Человекнаходится на краю круглой

гориэоитальнон платформы радиусом /? = 4 м.

которая вращается вокруг вертикальной огн,

проходящей через центр платформы. С какой

угловой скоростью должна вращаться плат-

платформа, чтобы человек ие Смог удержаться

на ней? Коэффициент трения ц — 6,2.
3. Поездмассой т=»1000 т при тормо-

торможении с ускорением \а [ « 0.2 м?а остановился

через /=100 с. Какое количество теплоты

выделилось при торможении?
4. Втеплоизолированном сосуде содер

дится смесь воды массой /П|»200 г и льда

массой ojj —40 г при температуре /i = /i = 0°C.

В сосуд вводится водяной пар массой

и1э=10 г при температуре /3= 100°-С. Опре-
Определить температуру после установления теп-

теплового равновесия. Удельная теплота паро-
парообразования воды т = 2,3- 10е ДжАг, удель-
удельная теплота плавления льда X — 3,3 • |№ Дж/<г,
удельная теплоемкость воды с =

-4200 Дж/(кг- К).

5. При выстреле вертикально вверх
свинцовая пуля ударилась о неупругое тело
и расплавилась. На какой высоте произошло
это столкновение, если начальная скорость

пули |ио| = 400 M/fc? Считать, что 50% выде-
выделившегося количества теплоты пошло на плав-

плавление. Удельная теплота плавления свинца

>. = 2,5- 10« Джукг.
6. Докакой температуры следует изо-

изобарически нагреть газ, чтобы его плот-

плотность уменьшилась вдвое по сравнению с

плотностью при начальной температуре
*о = 0°С?

7. Дваточечных заряда <?|=6,6 • 10 "Кл
и Сз"=1.32« ю-8 Кл находятся на расстоя-
расстоянии г — 40 см друг от друга. Какую надо совер-
совершить работу, чтобы сблизить их до расстоя-
расстояния г, = 25 см?

8. Некоторая цепь, имеющая сопротив-
сопротивление /? = 200 Ом, питается от источника по-

постоянного напряжения. Для измерения силы
тока в цепь включили амперметр с внутрен-
внутренним сопротивлением г—1 Ом. Какова была
сила тока в цепи до включения амперметра,
если амперметр показал ток / 5 А?

9. Всеть напряжением (/ = 220 В вклю-

включены три одинаковых лампочки: две парал-

параллельно, а третья последовательно. Начер-
Начертить схему и определить напряжение на каж-

каждой из ламп. В какой из них выделяется

наибольшая мощность?
10. Какойсилы ток течет в цепи элек-

электрического кипятильника, если V= 10 л воды

нагревается от fi=20°C до h>~ |00°С в течение

т«=30 мии? КПД кипятильника rj = 75%,
напряжение в сети t/ = 220 В. Удельная теп-
теплоемкость воды с=»42ОО Дж/(кг «К).

А. БереЗман. К. Дуничен.
О. Овчинников

Ленинградский

государственный
педагогический

институт им. А. И. Герцена
Математика

Письменный экзамен

(математический факультет)

Вариант 1

I. Найти значение выражения

*—а1) 1Л*

) '*-

4S
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при
/ /n*+nI\l/s

x = a ( — I. a>0. m>0. л>0.

2. Решить уравнение

^2+ 1 log» (дг—II) - I.

3. Вычислитьплощадь фигуры, ограни
чеииой линиями

у=-2'. «/-2: аг-= —-!.

4. Пайгиэкстремумы функции

у = х + sin 2x.

5. Основаниемпирамиды служит равно-
равнобедренный треугольник с углом ц при вер-
вершине, все боковые грани пнрачилы накло-
наклонены к основанию под углоу if. Объем шара,
вписанного в пирамиду, равен V. Найти

пирамиды.

Вариант 2'

1. Упростить

я 2я
cos 0+cos -=- + cos — +

Дл 4л 5л 6л
+cos — ¦+ cos —- + cos

?
+ cos —-

2. Решить сисп-му

( 2(logx+log,j/)-5.
\ ху = &

3. Решить уравнение

4. Написать уравнение горизонтальной
касательной к графику функции у = е*+е~'.

5. Основание прямого параллелепипе-
параллелепипеда — ромб, у которого меньшая диагональ

равна d и острый угол равен а. Площадь
боковой поверхности равна S. Найти объем

параллелепипеда.

Физика

ЗиОичи устного экзамена

(физический факультет)
1. Расстояниемежду двумя станциями,

равное 5—18 км, поезд проходит со средней
скоростью 1'гр ¦= 54 км/ч, причем иа разгон
он тратит /| =2 мин. затем идет с постоянной

скоростью и на замедленно до полной оста-
остановки тратит <*=1 мин. Определить наиболь-

наибольшую скорость движения поезда.
2. Волныраспространяются вдоль рези-

резинового шнура со скоростью f-З мД- при ча-

частоте v= 2" Гц. Какова разность фаз между
точками, отстоящими друг от друга на

f = 75 см?

3. Определите, для какой массы водо-

водорода при температуре I = 0"С начерчен график,
изображенный на рисунке.

4. Надповерхностью S —5 км* слой воз-

воздуха толщиной Л—1000 ч имеет темпера-
температуру /| = 20°С при относительной влажности
г = 73%. Воздух охладился до /г=« ЮСС. Найти

мессу нынешнего дождя. Плотность насыщен-

насыщенного водяного пара при температурах lt н t?
равна е„|=»17.3 rjv? и у„»^9.4 гДC соответ-

соответственно.

5-W , -*<—

5. Иилннкамассой т= 10 "
г находится

в однородном электрическом поле между пла-
пластинками с разностью потенциалов (/ = 6000 В.
Расстояние между пластинками d = 5 см.

Каким зарядом обладает пылинка, если сила

тяжести, действующая на нее. уравновеши-
уравновешивается электрической силой?

6. Батарея нз п«50 последовательно
соединенных элементов с ЭДС <J? »= 1,4 В и

внутренним сопротивлением r = i),4 Ом у каж-

каждого элемента питает телеграфный аппарат
с сопротивлением /? = 90 Ом. Ток подводится
но железному проводу сечением S-3 мм* и

длиной /«20 К.М. Найтн силу тока в цепи

н напряжение на зажимах аппарата. Удель-
Удельное сопротивление железа q «=0,98 • 10~7 Ом • м.

7. Лифтмассой т=*=1,2 т поднимается

на Л««1о м за («=0.5 мин. Напряжение на

зажимах мотора ?/ = 220 В, его КПД ц-90%.
Найти силу тока в моторе.

8. Детальмашины надо покрыть слоем

меди толщиной d = 0.5 мм. Сколько времени
потребуется для этого, если электролиз произ-

производится током, азотжкть которого /= 1.5 Л/дм*?
Электрохимический эквивалент меди
k 0,33 мг/Кл; плотность меди о = #.9 r/oi3.

9. Луга Петрова питается переменным

током <$„,„= ПО В. Г = 0.02 с). Сопрогив-
ленне горячей дуги /?»1,5 Ом. Какой индук-
индуктивностью должна обладать катушка, вклю-

включенная в цепь последовательно с дугой,
если /„,„ = 30 А?

10. Оптическаясила собирающей линзы
D — H дптр. Светящаяся точка находится на

расстоянии d='i0 см от линзы на ее оптиче-

оптической оси. Где и каким будет изображение
этой точки? Построить изображение.

М. Калинина. О. Оноприенко
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О числе н

Что легче, что предпочти-

предпочтительное угадать верный
ответ .математической задачи,

потом строю докилать его или

искать ого в полном неведе-

неведении? Предпочтительнее, ра-

разумеется, первое. Догадку
облегчают удачные преобра-
преобразования. Забавный пример

S
таких преобразований демон-

демонстрирует помешенный здесь

рисунок. Представьте себе,
читатель, что вы еще не знае-

знаете, как выражается площадь

круга через его радиус. По-

Попробуем угадать соответст-

соответствующую формулу. Разрежем
круг на двенадцать равных

секторов и каждый сектор

обрежем до треугольника, от-

брасыпая сегменты, как обо-

обозначено на рисунке красным.

Каждый четвертый из полу-
получившихся треугольников раз-
разрежем на один равносторон-
равносторонний и два равнобедренных

треугольника, как показано

па рисунке. Из получившихся
треугольников сложим три
квадрата со стороной, рав-
равной радиусу круга /?. Итак,
приближенно, с точностью до

отброшенных сегментов, пло-

площадь круга равна ЗУ?2. Учет

отброшенных сегментов за

ставлйет взять в этой формуле
чуть больший коэффициент
перед R2- Кикое же число,

чуть большее трех и относя-

относящееся к кругу, могло бы здесь

пригодиться? Конечно,
я = 3.11... Вот чм и угадали

формулу для площади кругя
с paiHYCov R вотона:
S-л/К

Строгости ряди стоило

бы онеинть суммарную пло-

D

A

шадь сегментов, приближен-
приближенно равную, согласно нашей

догадке, 0,14 /?2. Как показа-
показано на рисунке, заменим сег-

сегмент треугольником ACD.

Площадь такого треугольни-
треугольника

'

равна произведению
2/1Я • BD. сомножители легко

выряжаются через тригоно-

тригонометрические функции угла а.

а их в свою очередь можно

оценить, учтя, что синус ма-

малого угла приближенно равен
самому углу, нырижеппому
в раднаннон мере. ЕЗыкладки.

приведенные рядом с рисун-
рисунком, дают с точностью до

диух знаков после запятой

величину 0.11 R2, весьма

близкую к ожидаемой. После

этого у нас есть все основа-
основания полагать, что плотадь

круга с радиусом R действи-
действительно равна л К2.

Ю. Побожий

л = 3.141 5926535897932384626433832
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Искусство программирования

А. Салтовский

Организация ввода

и вывода в ЭВМ

Эта статья продолжает серию публикаций
об устройстве ЭВМ («Память ЭВМ» в «Кван-
«Кванте» Jit 4 и «Как работает процессор» в

«Кванте Л* 5).

Пакетный и диалоговый режимы

Скорость работы процессоров совре-
современных ЭВМ достигает соте» тысяч

и миллионов операций в секунду
С помощью различных технических

решений в таком же темпе удается

осуществить обмен информацией
между процессором и памятью.

Сложнее обстоит дело с достав-

доставкой информации в ЭВМ и с выда-

выдачей из машины результатов вычис-

вычислений. Эти очень разные функции
выполняют устройства ввода-вывода

(УВВ).

Непосредственное общение чело-

человека с ЭВМ в процессе так называе-

называемого «ручного» ввода программы и

данных с пульта, когда каждое от-

отдельное машинное слово вводится в

машину человеком-оператором, весь-

весьма трудоемко даже при небольших

программах. При таком режиме ра-
работы не может быть и речи об эффек-
эффективном использовании ЭВМ. Проти-
Противоречие между высоким быстроден
ствием процессора и памяти, с одной

стороны, и человеческим несовер-
несовершенством с другой, разрешают сне

дующими двумя основными спосо-

способами.

При нервом способе информацию,

предназначенную для ввода в ЭВМ.

заранее подготавливают на каком-

нибудь промежуточном информаци-
информационном носителе, например на перфо-
перфокартах, перфолентах или магнитных

лентах. Устройства, помогающие

выполнить подготовительную рабо-
работу, предшествующую вводу в ЭВМ

программы и данных, называют

устройствами подготовки, добавляя
при это*! наименование ииформаци-

Фатогрифии И. Полякова и И. Фемрченка
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онного носителя -- на

на перфоленте и.ш на магнитной леп-

лепте (фото 1). Подготовка ннформакип
на промежуточном носителе может

производиться без лишней снетки,

поскольку устройства подготовки

данных работают независимо от

ЭВМ и необходимость состязаться

в скорости с машиной отпадает. И то

же время подготовленную (огперфо-

рированную на картах или перфо-
перфоленте, или записанную на магнит-

магнитную ленту) программу можно ввести

в ЭВМ с очень высокой скоростью

благодаря специальным считываю-

считывающим устройствам ввода: для каждо-

каждого типа постели существует свое

специфическое устройство виода.

По сравнению с «ручным» вводом

информации с пульта управления
ЭВМ, способ предварительной под-

подготовки информации позволяет со-

сократить простои дорогостоящего ско-

скоростного оборудования ЭВМ. Такой

режим ивода информации в машину
наливается пакетным.

Второй способ ввода-вывода ин-

информации сравнительно молод: фак-
фактом своего существования он обязан

появлению мощных ЭВМ последних

поколений — машин, более быстро-
быстродействующих, с большим объемом

оперативной памяти, чем машины

50-х и начала 60-х годом. Внешне

этот способ мало отличается от су-

существовавшего на заре появления

ЭВМ «ручного» ввода: средством

общения человека с машиной служит
пульт управления ЭВМ. а также под-

подсоединенные к ЭВМ выносные пуль-

пульты— терминалы. Правда, пульт не-

несколько усовершенствовался: сооб-

сообщения мяшнны высвечиваются на те-

кевизионном экране в виде легко

читаемых текстов. «Отвечающая»
часть современных пультов очень на-

напоминает клавиатуру пишущей ма-

машинки. Человек, немного «побесе-

«побеседовавший» с машиной с номошыо

подобного пульта или терминала,
очень быстро привыкает к такой фор-
форме общения с ЭВМ. Такой пульт
терминал может быть удален от ма-

машины на большое расстояние. В ка-

качестве терминалов сейчас наиболее

распространены пульпа с прецизи-

прецизионным экраном п клавиатурой
дисплеи {фото '2). И vn.nl же роли

могуч выступать и подключенные к

ЭВМ электрические пишущие ми-

шинки и телетайпы.

Самым важным, пожалуй, явля-

является го обстоятельство, что в совре-

современных вычислительных системах

вместо единственного пульта (как \

машин мерных поколении) число тер-
терминалов выросло до нескольких де-

десятков. При этом у каждого из ра-

работающих за терминалами пользо-
пользователей создается иллюзия едино-

единоличной работы с ЭВМ: га информа-
информация, которую запрашивает каждый
из программистов, сразу высвечи-

высвечивается на экране, а та информации,
которую программисты вводят в

ЭВМ, и е м е д л е и н о размешается
в нужном месте памяти. Такой ре-
режим общения с машиной называют

диалоговым.

Кванг времени
для «беседы» с ЭВМ

Возможность оперативного диалого-
диалогового общения человека с ЭВМ осно-

основана на том, что практически «мгно-
«мгновенная» [с точки зрения человека)

реакция машины фактически проте-
протекает за сравнительно большие интер-

Фиго 1-
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валы времени (с точки зрения вы-

высокоскоростных ЭВМ): 40-100 мил-

миллисекунд {D0 - I(К) | • I(J-3 с). Пели
ЭВМ способна, например, выполнять

I06 операций в секунду, то за каж-

каждое сразу» и «немедленно» ЭВМ
сможет выполнить от 40 до 100 тысяч

операций. Нели каждому из пользо-

пользователей — программистов — выде-

выделить, например, порцию времени в

5 миллисекунд, то ЭВМ за такое

время сможет «продвинуть» ход дна-

лога с каждым из них ни 5000 команд.

Вот почему каждый пользователь

уверен, что он один работает с ЭВМ.
Правда, часть времени работы ЭВМ

«забирает» программа обслужива-
обслуживания и управления — операционная
система. Если в нашем примере пред-
предположить, что человеческое «сра-

«сразу»
-- это 100 миллисекунд, то при-

примерно половина этого времени
-

50 миллисекунд — будет затрачена
па работу программы операционной
системы. Тогда из расчета, что каж-

каждому из пользователей выделяется

для работы с ЭВМ норннн времени
прямого доступа в 5 миллисекунд,
можно сказать, что ЭВМ сумеет «од-

«одновременно», сохраняя иллюзию

мгновенных ответов, общаться с де-

десятью программистами. Описанная

здесь система работы чисто иллю-

иллюстративна. Важно лишь отмстить,

что в ией машинное время распреде-
распределяется между пользователями стро-
строго регламентировано. В этом опера-
операционной системе помогают электрон-

электронные часы машины (так называемый

«таймер») н система прерываний
(см. «Как работает процессор».
«Квант», .N« 5). Подобные системы

называют системами разделении
времени.

Операции элементарного
обмена УВВ — Память

УВВ помогают организовывать связь

ЭВМ с внешним миром. Помощь со-

состоит'в том, что УВВ обеспечивают

преобразование информации, полу-
получаемой извне, к виду, удобному для

обработки в ЭВМ. УВВ отрабаты-
отрабатывает и обратное преобразование:
полученные машиной решения задач

выводятся из машины на печатаю-

печатающее устройство. Обычное его назва-

Фото 2.

пне — АЦПУ, алфавитно-цифровое
печатающее устройство (фото 3).
Современные ЭВМ в числе средств
вывода могут иметь и более «экзо-
«экзотические» устройства - графопо-
графопостроитель, изображающий на бумаге
рисунки, хранимые в закодированном
виде в памяти ЭВМ; фотоввод •

устройство, которое световым лучом
строит изображение (слайд) па фо-
фотопленке; кинопостроитель, обеспе-

обеспечивающий вывод серии рисуемых на

пленке кадров, то есть мультфиль-
мультфильмов, и т. п.

Работой УВВ управляют коман-

команды ввода-выводи. Они составляют
часть системы команд машины.

Команда ввода-вывода обычно со-

содержит следующую информацию:

Фото 3.
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Г
АЛУ

i

ПРОЦЕССОР

УУ

информация
управляющий сигнал

УВВ

Буферный регистр

Рис. I. Рис. 2.

— тни(чаше, номер) УВВ, с ко-

которым планирует работать програм-
программист;

-

характер работы — УВВ, как

правило, могут работать а разных

режимах;
— количествоинформации, кото-

которую надо передать в том или ином

направлении.
Кроме того, команда ввода-выво-

ввода-вывода содержит управляющую инфор-
информацию о том, по какому адресч (по
каким адресам) в памяти находится

информация, предназначенная для
вывода из ЭВМ, или адрес (адреса),
по которому необходимо разместить
информацию, поступающую в ЭВМ
от устройства ввода.

Обычно общение программиста с

ЭВМ начинается и заканчивается

командами ввода-вывода. В самом
начале в память вводят программу и

данные, предварительно подготов-

подготовленные, например, на перфокартах.
В конце сеанса обшения результат
выдается, например, на АЦПУ. Из
этой упрощенной схемы видно, что на

время отработки команды ввода-
вывода устройство управления (УУ)
соединяет память информационным
трактом с выбранным УВВ (рис. I).
Информационный тракт - это опе-

оперативное кратковременное хранилн-
ше передаваемой от устройства к

устройству информации. Одна из его

характеристик
-- ширина: количест-

количество одновременно передаваемой ин-

информации. Поскольку ширина 'ин-
'информационного тракта от УВВ к П

зачастую меньше, чем машинное сло-

слово, то подготавливаемую к передаче

информацию стали предварительно

накапливать в специальных буфер-
буферных регистрах (р»к\ 2). Тик, напри-

например, современные ЭВМ серии ЕС до-

допускают обмен информацией с па-

памятью двойными словами F4 бита),
а основной обменной порцией в пе-

передачах УВВ — память является

байт (8 битов). Восемь бантов со-

собирают на буферном 64-битовом ре-

регистре, и, после того как буферный
регистр окажется заполненным, за-

запрашивается связь с памятью.

В ранних моделях машин в мо-

моменты связи УВВ - - память ариф-
арифметико-логическое устройство (АЛУ)
простаивало. В лучшем случае АЛУ

занималось подсчетом количества

передаваемой информации в байтах

или машинных словах. С появлением

скоростной памяти паузы, в течение

которых происходит сборка или раз-

разборка информации, стали использо-

использовать для информационного обмена

между И и АЛУ. Это значительно

повысило эффективность работы
ЭВМ, особенно машин, работающих
в многопрограммном режиме.

Канал — это специализированный
процессор

Системы ввода-вывода современных

ЭВМ должны
- преобразовывать информацию

к виду, удобному для переработки в

ЭВМ, и производить, когда это не-

необходимо, обратное преобразование;
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Рис. 3.

подключиться к памяти для

обмена информацией с УВВ, притом
только тогда, когда это действитель-

действительно необходимо, и выполнять во иремя

пауз сборку или разборку инфор-
информации:

обеспечивать возможность

распараллеливания работы с други-
другими устройствами ЭВМ, в частности

с АЛ У:
пользоваться средствами про-

процессора только тогда, когда в этом

есть необходимость: например, для

анализа ошибочной ситуации или для

включения операции ввода-кыво.ы.

При этом способ подключения

УВВ к системе ввода-вывода дол-

должен быть, по возможности, универ-
универсальным для разнотипных УВВ.

В современных ЭВМ перечислен-
перечисленные требования к системам ввода-

вывода реализуются устройствами,
которые называют процессорами
ввода-выводи. В машинах серии LC
их называют каналами.

На рисунке 3 представлена струк-
структурная схема КС-1060. По современ-
современным представлениям это достаточно

мощная ЭВМ. обладающая двумя
каналами селекторным и мульти-
мультиплексным, — отличающимися друг
от друга, прежде всего, скоростными
характеристиками: для селекторного
канала пропускная способность до-

доходит до 1,25 Мбайт A.25x2» байт)
в секунду; к селекторному каналу
присоединяются скоростные УВВ -

накопители на магнитных дисках

(фото 4), ленточные магнитофоны.
Максимальная пропускная способ-
способность для информационных потоков.

проходящих через мультиплексный
канал, составляет ЬОО Кбайт

[<5ООх210 байт) и секунду. К мульти-

мультиплексному каналу подсоединяются
«тихоходные устройства

— это пер-

перфораторы, считыватели перфокарт и

перфолент, дисплеи, электрические
пишущие машинки. .AL LГIN _

Формат канальной команды

Подобно тому как действия ЭВМ

определяются управляющей ею про-

программой, работой специализирован
нот процессора

- канала -

управ-
управляет канальная программа, предна

рительно записанная в намять. Ка-

Канальная программа состоит из по-

последовательности канальных команд.

каждая из которых заставляет канал

Фою 4.
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выполнить определенную работу.
В некотором смысле канал это

Мини-ЭВМ, занимающаяся не обра-
обработкой, а транспортировкой инфор-
информации. Типовой формат канальной
команды представлен на рисунке 4.
Основными полями в этом формате
являются:

— полекоманды (код операции);
поскольку устройство ввода-вывода

может работать в разных режимах,
в иоле команды кодируют характер
работы, которую должны выполнить

выбранный канал и соответствую-
соответствующее УВВ; самыми характерными
операциями являются «Чтение» и

«Запись»;
поле адреса данных, то есть

иоле, в которое записывают началь-

начальный адрес массива информации,
предназначенной к транспортировке
через канал от УВВ (или к УВВ);

— поле признаков, в котором
уточняются некоторые детали ин-

информационного обмена;
— полесчегчики. которое указы-

указывает количество бантов информа-
информации, участвующих в обмене.

Обработка команды в канале

Система команд ЕС ЭВМ также со-

содержит команды ввода-вывода, по в

отличие от команд ввода-вывода

предшествовавших моделей ЭВМ
они лишь начинают выполнение опе-

операции ввода-вывода. Так, например.

команда ввода-вьшода в КС ЭИМ.
которая называется Начать ввод-
вывод, отрабатываемся в ЭВА\ сле-

следующим образом:
- сначала команда извлекается

из памяти на регистр команд: УУ

процессора «узнает» ее, то есть опре-
определяет, что речь идет именно о коман-

команде начать ввод-вывод: затем с по-
помощью информации, содержащейся в

адресном поле команды, определяют-
определяются номера канала и устройства
ввода-вывода, с которым предстоит
начать обмен (рис. 5а):
— укаждого из УВВ. присоеди-

присоединенного к каналу, есть собственный

номер; когда какое-либо из устройств
ввода-вывода признало иыетаадеп-

нын номер споим, то оно «подтвер-
«подтверждает» получение приглашения па

связь; информация «подтверждения»
содержит сведения о том. что УВВ с

таким номером действительно готово

к работе (в частности, не выключено

из сети); выполняя процедуру на-

начальной выборки УВВ. канал одно-

одновременно обращается в одну из фик-
фиксированно распределенных ячеек па-

памяти — там .хранится адресное слово

канала (АСК): АСК пересылается в

канал: в АСК. в частности, содер-
содержится начальный адрес канальной

программы (рис. об), по которой
предстоит работать в процессе ин-

информационного обмена:

— каналобращается к памяти

но адресу, указанному в АСК. и нз-

Свободные

разряды

Команда Адрес данных Признаки Счетчик

О

Рис. 4

п

18 3 32 36

[Команда НВВ)

ПРОЦЕССОР

Рис. 5а.

КАНАЛ

Регистр
команд

Выбор канала

48

Микросекунды

№2

63

№3

УВВ УВВ УВВ

к УВВ N 2
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Микросекуиды

Одновременно канал

выбирает УВВ №2

П
Адрес

команды
канала

ПРОЦЕССОР

Процессор

ждет
окончания

"зацепления

КАИАП

Рис. 5в,

влекает первую канальную команду
из канальной программы; впрочем,
эта программа может состоять из

единственной канальной команды

(рис. 5в);
- канал начинает расшифровку

канальной команды: он пересылает
команду (разряды 0—7 канальной

команды) в УВВ, «узнавшее» свой

помер в самом начале «зацепления»

процессора с каналом: если УВВ
способно выполнить предложенную

команду, то оно «ответит» каналу,
разрешая «перекачку» информации
(рис. 5г);

— после этого процессор «отцеп-

«отцепляется» от канала и занимается об-

обработкой другой информации: канал,

«заряженный» управляющей пнфор-.
мацней. работает с памятью, предо-
предоставляя время от времени память в

распоряжение процессора;

когда канал нормально отра-
отработает первую канальную команду

з) Микросекунды

№1 ND2

Ч)УВВh-L_

(не зафиксировав никаких поломок

оборудования, никаких замятых пер-

перфокарт и т. д.), ход дальнейшей

работы капала будет определен с по-

помощью управляющей информации в

поле признаков (рис. 4) канальной

команды: в частности, если в нем

указан признак «Цепочка команд»
или признак «Цепочка данных», то

связь наняла с памятью может про-

продолжаться дальше; их о ношения в

этом случае не касаются процессора

(рис. 5д);
- если обмен информацией за-

завершен, то канал прерывает работу
процессора; перед прерыванием ка-

канал подготавливает на буферном
регистре слово состояния канала

(ССК), в котором сообщает в зако-

закодированной форме все обстоятель-

обстоятельства окончания сеанса связи, запрос
на прерывание поступает в процессор
и одновременно ССК записывается в

одну из фиксированных ячеек памя-

памяти; операционная система расшифро-
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П Адрес
данных

I Данные

ПРОЦЕССОР

КАНАЛ

Абсолютное время
работы процессора

Абсолютное время
работы канала

'

Микросекунды

Щ №2 №3

Рис. 5г.

П

Команда
для

процессора1

, Адрес данных

(или адрес следующей',
канальной
команды)

Данные .

(или следующая
канальная

команда)

ПРОЦЕССОР

КАНАЛ

произойдет^

Абсолютное время
работы канала

Рис. 5д.

окончание работы
77 с канальной

программой — то прерывание

Абсолютное время

работы процессора

Информационный обмен

между каналом и УВВ

продолжавтся

вывает обстоятельства окончания
обмена и, в зависимости от них, при-
принимает решение: например, продол-
продолжить работу или отпечатать опера-
оператору просьбу сменить катушку маг-

магнитной ленты на магнитофоне и т. п.

Несмотря на то что извлечение

канальной команды напоминает сю-
сюжет знаменитой сказки: иголка —

в яйце, яйцо — в утке, утка — в зай-

зайце.... эффективность подобной орга-
организации ввода-вывода чрезвычайно
высока.

Контроль информационного обмена

Все процессы передачи информации
в ЭВМ контролируются. Для конт-

контроля всякий информационный тракт
сопровождается дополнительными

разрядами, которые называются

контрольными. Их назначение — до-

полпнть сумму передаваемых в дан-

данный отрезок времени (такт) разря-
разрядов до нечетного числа. Например,

нулевой бант сопровождается едини-

единицей в контрольном разряде. Таким

образом, для передачи байта исполь-

используют 9 проводов (по девятому идет

контрольный бит). Контрольный раз-

разряд формируется в источнике инфор-
информации с помощью специальной ло-

логической схемы; приемник- информа-
информации, получив бант, также генерирует

контрольный бит. Передача инфор-
информации считается успешно завершен-
завершенной, если контрольные биты источ-

источника и приемника совпали. Этот спо-

способ контроля называют «сверткой по

модулю 2». Легко видеть, что такой

способ не обнаруживает ошибки в

четном числе разрядов. Существуют
методы аппаратного контроля, позво-

позволяющие «отловить» и двойные ошиб-

ошибки.

Что читать дальше

1. Флорее А. Организация вычисли-

вычислительных машин. (М.. «.Мир», 1972).
2. Фл о р е с А. Внешние устройства

ЭВМ (М.. «Мир». 1977).
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(Окончание Начало см на с 28. 41)

(с Трянино БашАССР) 74; К Крапивной
(Запорожье) 75, 76, 78—80, 82: И Краси-

Красиков (Киев) 78—80, 82—84, 86; А Крейнес
(Кольчугнно) 75, 80, 82; Р Крис (Киев) 75,
76. 78—80, 82; И Крчливец (Краматорск)
76; F. Кузнецов (Кишинев) 76; П Кузнецов
(Киев) 75. 82, 83, 84, 87; А Кузьмин (Алма
Лта) 74. 76. 80. 83. 84. 86. 87; С Курчатов
(Саратов) 74—76, 78-80, 82-84, 87;
Л Кустов (Киев) 74, 76; Э Кучинский
(Нижний Тагил) 78, 80, 82; А Кушнеров
(Москва) 82; Б Лагшдус (.Москва) 75, 80;
А Латыкин (Апдсевка) 74; В Леонов (Во
ронеж) 76. 79, 80, 82, 84; Е Лисннская
(Харьков) 74—76. 78. 83, 84; И Лукьянчук
(Киев) 75, 76, 82; Ф Лю (Чимкент) 78;
В Дюбовицкий (Кострома) 74. 75. 79;
Л Л.чпин (Гомель) 74—76, 79, 82; А Мазур
кевич (Лыткарино) 74—76. 78, 82; Д Майе
ров (Кирово-Чепеик) 75; 3 Мардарашвили
(Кутаиси) 82: Г Марус (Арсеньев) 80, 84;
В Матчиши» (Целиноград) 74, 76: С Махор-
тых (Лисичанск) 84; ? Меденников (Улья
новск) 79, 80, 82; М Межуева (Челябинск)
76; И Миклашевич (Минск) 76; А Минула
(Жидачов) 79. 83, 84, 86, 87; А Миниев
(Саратов) 74—76, 80, 82, 84; А Мингалеев
(Уфа) 84; А Михайлов (А1осква) 74—76.
78. 79, 82; И Михайлов (Кемерово) 79, 80:
С Михайловский (Виноградовский р-и Лр
хангельской обл ) 74, 76, 83; Г Молчанов

(Саратов) 74—76. 78—80, 82—84; Р Набоков

(Москва) 78—80, 82; С НаОточип (.Москва)
83, 84; А Наэаренко (Киев) 76, 80, 82—84,
86. 87; И Насалик (Рогатин) 82; Г Нечаева
(Курск) 82; Е Николаев (Ульяновск) 80, 82;
Д Нишнианидзе (Кутаиси) 78, 80, 82: Д Ов-
Овсянников (Ленинград) 74, 76, 79, 80, 82—84,
86; В Оглоблин (Иркутск) 78—80: В Ори-
нянскип (Ямполь Винницкой обл ) 76; А Ор-
Орлов (п Черноголовка Московской обл )
74, 82;А Осипов (Сосновый Бор Ленинград
ской обл ) 83, 84; Я Оскотский (Ленинград)
74—76; А Павлычев (Рига) 75, 82, 84; О Па

нащенко (Киев) 74, 76, 78—80, 82—84. 86;
М Пантаев (Москве) 82; В Пентегав (Киев)
75. 76, 82. 83; Г Перельман (Ленинград)
75. 76, 79, 83, 84; К Пивницкин (Москва)
82; С Пишенин (Череповец) 78, 80. 84;
А Подвязников (Мосальск) 80; Ф Полекша
нов (д Hono-Дедовск Гомельской обл ) 76, 82;
А Полисский (Киев) 79, 82, 83; Е Поляков

(Калининград Московской обл ) 84; А По-

Пономарев (Николаев) 82; Н Пояркова (Дне
продзержинск) 84; Ю Прохоров (Орехово-
Зуево) 75, 76, 78; Г Пряхин (Москва) 78,
82; Е Робкий (Гомель) 74. 82—84; С Равняю
(Золочев Львовской обл ) 76; В Рожков

(Кривое Озеро) 82; С Рулев (Краматорск)
74—76, 82; А Русецкий (Тбилиси) 78, 80;
Г Рыбкин (Смоленск) 74, 75, 78—80, 82;
М Рюхтин (Алма Лта) 76; С Ряэанцееа
(Борисоглсбск) 80, 82; Л Сигура (Зано
рожье) 75, 76, 78, 80, 82; В Сиракули
(Ижевск) 84; С Сафонов (Киев) 75, 76;
Б Сафронов (Донецк) 78, 79, 82; С Селифо
нова (с Попелево Калужской обл ) 76, 78,
82; А Семенов (Стсрлнтамзк) 83; В Семенов
(Киев) 76. 84, 87; М Семенченко (Ленинград)
78—80, 82; Т Сергепиев (Челябинск) 74—76,
78—80, 82—84: В Середа (Львов) 74—76.
78—80, 84, 87; А Сивенцев (Свердловск)
78. 82—84,87; В Сидорин (Реутов) 79, 84;
А Симонян (Крева и) 75; Н Сирых (Яро
славль) 79, 84; И Скаоронский (Андижан)
80; А Скок (Талгар) 74—76, 78. 82: О Скоп-
нов (Ангарск) 74,78—80; О Славин (Москва)
74, 76;П Смирнов (Тула) 78. 80; С Смирнов
(Ташкент) 79. 80, 82; Г Солдак (Минск)
75, 76, 78—80. 82—84. 87; С Солпдухин
(Шуя) 82; Д Сорока (Запорожье) 74—76.
79—84, 87; А Сромин (Ленинград) 74. 76;
И Ставицкий (Фрунзе) 75, 76: О Стаховская
(Капустин Яр) 80, 82; С Стешенко (с Мало
даниловское Харьковской оСа ) 74; П Стра
дынь (Рига) 74, 76; А Стрешинский (Донецк)
74, 76, 83, 84; /7 Струбицкий (Тсрнополь)
76, 78, 80; Д Стыркас (и Черноголовка
Московской обл ) 76; И Тавин (Ковров) 83;
А Тагаев (Новосибирск) 83; Л Тарасов (Мо
сква) 82; К Тирисов (Львов) 83: А Тели-
женко (Одесса) 82; Р Угриновский (Хмель-
ниик> 78; А Урникис (п Куляй ЛитССР) 80.
84; S Усачев (Ромны Сумской ойл ) 82:
В Усов (Томск) 80, 82. 84. 86; Л Уткин
(Вологда) 78. 80, 83, 84, 86; А Фарбер (Баку)
79. 80, 82, 84: П Фастовец (п Старокон-
стантинов Хмельницкий обл ) 80, 82; // ФеОин

(Омск) 78—80. 82—84, 87; А Федюкович

(Пннск) 80; Й ФеОюколич (Киев) 74, 76. 78:
Л Филиппов (Москва) 78, 80; В Фисенко

(Джамбул) 80; А Флеров (Рига) 80. 82,
84. 86: И Фоменко (Днепропетровск) 78. 80,
82—84. 87; Af Фурман (Моэырь) 80. 82;
С Хосид (Алма-Ата) 83, 84, 86, 87; Л Хриз-
ман (Киев) 78. 80, 82, 84. 87; Ю Цыганков
(Дрожжановский р-н ТАССР) 78—80, 82, 84,
86; В Чалий (Рогатин) 75, 76; Е Чилкин
(с Рябоео УдАССР) 80, 82, 84; Л Чумадин
(Баку) 82, 83; В Шаблинский (Киев) 80, 82.
83, 86. 87; С Шарый (Семипалатинск) 78,
80. 82—84,86. 87; И Швец (Желтые Воды)
78. 82—84. 86, 87: В Шершнев (Москва)
78. 80; В Шик (Сумгаит) 84; А Шиманов-
ский (Гомель) 74. 75. 78—80. 82, 84:

С Шишков (Москва) 78, 80, 82; И Шкрийкж
(Ногинск) 7fi, 80, 82—84, 87; ,М Эренбург
(Днепропетровск) 78—80, 82; В Юсупов
(Баку) 83; И Ячиков (Магнитогорск) 79", 80.

Поправка
В «Кванте» >й 3 в статье «Московский государственный университет им М В Ломоносо-

Ломоносова» по вине типографии и редактора допушены следующие опечатки на с 45 в уравнении за

дачи 5 правая часть должна быть 4 (а не 0), в решении этой задачи пропущен знак минус
перед корнем лг| (ответ, однако, указан правильно), на с 46 в неравенстве в условии задачи 5

под знаком log5 перед чнело-м 11 должен сто ггь минус (а не плюс) В ответах на с 62 в левом

столбце (Отделение планирования и экономической кибернетики экономического факуль
тета) в чадачс I вместо iЛ чплжно быть n/fi а в чаяачс 5 (с victom поправки условия) ответ

должен быть] „о _2[(Jl-2, 2--Vl5|UI<>. +<*[



Шджматна» страничка
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Консультирует — чемпион

мира по шахматам, между-

международный гроссмейстер
А. Карпов.
Ведет страничку — мастер
спорта СССР по шахматам,
кандидат технических наук
Е. Гнк.

В предыдущем номере
нашей «Шахматной странич
ки> мы познакомили вас со

знаменитой дебютной комби-

комбинацией, в которой белые уже
на шестом ходу жертвуют

ферзя и объявляют неприя-
неприятельскому королю мат в два
хода («мат Лсга.пя»). Эф-
Эффектные жертвы ферзя всегда

производят сильное впечатле-
впечатление и надолго остаются в па-

памяти шахматистов. Сегодня
мы покажем вам еще не-

несколько комбинаций, в кото-

которых в жефтву приносится
ферзь. Все он» но праву от-

относятся к жемчужинам шах-

шахматного творчества.
Первая комбинация при-

принадлежит гениальному аме-

американскому шахматисту про-
прошлого века, неофициальному
чемпиону мира Паулю
Морфн.

т *i»iii

«П. Паульсен
— П. Морфи.

Эта позиция встретилась
в его партии с Л. Паульсе-
ном из турнира в Нью-Йорке
1857 года —

первом турнире,
в котором играл П. Морфн
Здесь последовало: I...4>:f3!!
2- gf J1r6+ 3. Kphl Ch3
4. Jldl (на 4. Jig] следует
мат в три .хода, 6ез.»ашитны

черные и после 4 Ф<33 f5

5. Фс4+ Kpf8!) 4...Cg2 +
5 KpRl C:I3+ 6. Kpfl Cg2

7. Kpgl Ch3+ (Морфн из-

избирает самый простой путь к

победе, однако черные могли

объявить форсированный мат

в четыре хода: 7...Се4 +

8. Kpfl Cf5! 9. Фе2 Ch3 +
10. Kpel JlglX) 8. Kphl
C:f2 9. ФП C:fl 10. Jl:ll Ле2
II Jlal Jlh6 12. d4 СеЗ Бе-
Белые сдались.

Следующая жертва фер-
ферзя принадлежит другому ве-

великому мастеру комбинации
М. Талю. Этн две партии
разделяют более чем 110 лет!

М. Таль — А. Суэтин.

1. Ф:е5! de 2. el+. и чер-
черные сдались. На 2...Kpf8 сле-

следует 3. СпбХ. а на 2...Kpd7
решает 3. Cf5++ Крсб
4. Се4+- Kd5 5. C:d5+Kpd7
6. С:а8+ Кре7 7. Cg5+ Kpf8
8. Ch6 + Kpe7 9. Г8Ф + .

Интереснейшая комбина-
комбинация на следующей диаграм-
диаграмме встретилась ровно 70 лет

назад в партии двух выдаю-

выдающихся гроссмейстеров Рети
и Тартаковера.

Р. Рети — С. Тартаковер.

Белые уже отдали фигу-
фигуру, а теперь расстаются и с

ферзем: 1. <»>d8 + !! Kp:d8
2. Cg5 + r Kpc7 B...Кре8
3 Лп8х) 3. Cd8x.

Предлагаем вам самим

найти две комбинации с жерт-

жертвой ферзя, давно ставшие

классическими (задачи I. 2),
первая из них называется

«мельницей», вторая иллю-

иллюстрирует тему «отвлечение»

I. К. Торре — Эм. Ласкер
Белые начинают и выигрыва-

выигрывают.

2. Адаме — К- Торре. Белые
начинают и выигрывают.

Обе они содержат геоме-

геометрические мотивы. Партии
сыграны талантливым .мекси-
.мексиканским мастером начала

века К- Торре. причем в одном

случае он является автором

комбинации, а в другом — со-

соавтором.

Напоминаем читателям
«Шахматной странички», что

в следующем номере «Кван-
та> открывается наш «Шах-
«Шахматный конкурс», победители

которого будут награждены
шахматно • математической

литературой с автографом
чемпиона мира А. Карпова.
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Ответы, уиазания решения
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Метод неподвижных точек

I. Например.

)/|
а при х?](а + Ь\/2; Ь).

2. Например, годятся функции, изображен-
изображенные на рисунках I а I б

3. Например,круговое кольцо и его поворот

вокруг центра иа угол, не кратный 2л.

Ь--а

ь--а

Рис la. Рис. 16.

Рис. 2.

4. Например.Р~* Т„Р, где Тв — параллель-
параллельный перенос плоскости а иа ненулевой век-

вектор v. a Р — взаимно однозначное отобра-
отображение круга К ил плоскость а. показанное

на рисунке 2.

5. Указан»с: воспользуйтесь идеей ре-
решения упражнения 1.

6. Ук а з я н и е: доказательство аналогич-

аналогично доказательству того, что точка с (в первой
теореме) неподвижна.

Электромагнитная индукция

Г
. .

р_ [в?
R,R?

2. Амплитудатока и его частота увеличат-
увеличатся вдво_е^ _^
3. I-\B\a\v\)R; если квадрат вдвигать с

постоянным ускорением, ток будет изменять-

изменяться по линейному закону.
4. Токв кемьце увеличится вдвое-

5. Протекающиепо катушке заряды одинако-
одинаковы, а количество теплоты, выделяющееся и

катушке, в первом случае больше.

6. Указание.Во-первых, полная индукция
магнитного поля пропорциональна числу вит-
витков катушки. Во-вторых, полная площадь

поверхности, охватываемой витками катушки,
тоже пропорциональна числу витков.

7- Во второй катушке течет постоянный ток.

8. vmin=

Ленинградский государственный университет
им. А. А. Жданова

Математика

Вариант I

I- 4 (при любом a^R)- Указание. При
a-^О разделите обе части уравнения на a/(Jf)
и сделайте набросок графика функции

fix)'
2- 16+0*); 3log4j2[

ирна?|О; I [, (lognDJ-VIb + a* ): +ор| при
о Gil; +оо[. При а(||—оо; 01 U (l) левая

часть неравенства не имеет смысла. 3. х —

-2я* (*€Z) при всех а С R,
л

7-

± (л— arccos-5^1) +2л/ (/€Z) при ad

? ] —оо; — \ \\J) -1; —2( Ay2~-1 )] U [2(>Т+
+ 1); +оо(. Указание. Данное уравне-
уравнение равносильно смешанной системе

-+ (sin x-i-cosx) = I.

cosx ч*0.

5. Указание. A1Q =

Вариант 2

I. Наибольшее — при аш1. наименьшее —

при а =т
ту-

Указание. Фигура, о кото-

которой говорится в задаче, заштрихована на ри-

суьке 3. 2. I —¦; +с» [ . 3. х = -2- fe [к € 2) при

««¦0; *i— arcctgBa) -я*. дс»_» -^ arctgDo)+

+ -^- / (Л, /€Z) нри а«)*0 Указание.

Представьте левую часть уравнения в

виде квадратного трехчлена относительно а.

4. Да. Указание. Выразите / через а

н Ь 5. -'-
о

—V3 ) а. Указание.

Пусть SABC — данный правильный тетраэдр.
М — середина стороны ВС. И — основание

высоты тетраэдра, проведенной нэ S, К — се-

середина ребра SA. O, = \MK) fllSW) (рис. 4).
Тогда Oi — центр шара, вписанного в тет-

тетраэдр. \OiH\— его радиус. Центр Ог сферы,
о которой говорится в условии, лежит иа

[5О,|. причем если (Ог/?)± (AS) (?>6 AS), то

|О2О| | =» |Ог?>| — искомый радиус.
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(Q)

(P) К О

Рис. 3. Рис. 4.

Вариант 3

--

UV
I. !— vlc Указание Оче-

видно, всякая стратегия переправы равно-
равносильна некоторой стратегии, при которой
пловец скачала плывет, потом идет по про
тивоположному берегу Плыть ему, очевидна

надо против течения Если вектор i> предста
вить в виде v = xh + yw, где Ь — единичный

вектор, перпендикулярный вектору w и иа

правленный в сторону противоположного
берега, то время движения пловца в воде

а

равно —.

Указание

I

(Зп--2)(Зл +

-2VS")/?

и (л 4 I)

г—2 Зл4

л + I

5. E —

Киевский государственный университет
им. Т. Г. Шевченко

Математика

Вариант I

I. {B. 18), A8, 2»} 2.

9
3. 2V 4. --4г) 5. х =

4 V .fa"/ "2
(&€ Z), {/ — 2 Указание Поскольку при
всех х^л+2л6

< I,

и при всех

Vs—4</+5> I.

пантк- уравнение равносильно системе

Вариант 2

I. I ~-г 2
4 V2

S
- -arctg ^ + nl Ik. /CZ) 4. |-co. 0|U

Вариант 3

I. I) С с. 2) 18-^ 2. 2()VT-26 3. |- N. 2|

4. I ( 64. -r \ \ S. maxu =
—, min (/•=\\ 4'/ «* 4 « * 4

Задачи устного экзамена

I. я) х-- '^4 2nA;(A€Z). fi) ^

^ + л^ [(fe-0, I. 2. )Hxt]—-
л/] (f = 0. — I,—2. ), в) jf,= (— I)*

-g

(*=l. 2. ). jc,= (—I)' -^ +л/ (/ = 0. -1.
6

-2. ) 2. | -«.. - ,4)U] -2, -|-]
U (— 1. 3 [ 3. На промежутках | - oo. — V^

[ —I. 0| и 11. v^~| фуикимя убывает, на

промежутках |—V5~, —I). [0, J) н |V3~.
+ oo[ -

возрастает, точки jr=—V3. x = 0,

x«= v'S" — точки ее минимума, точки х — — I.

х—\ — точки максимума

5. |—«>. - 3|U] 3, ^[ Указание

Точка минимума данной функции лежит

правее ее точки максимума Трехчлен
дгг + 2сис + р тогда и только тогда имеет два

положительных корни, когда

as-P>0

р>0

6. m>0 Указание У(х) ^е~ '\2е" +

+ {2т+\)е* + т]
7. а) |—со, 0J. б) |0, +оо[ Указание
Данное уравнение равносильно уравнению

1ЫЛ

{

.«„-
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ие

8. Одни корень при <а*-0. два — при о=1.

четыре — при 0<«<1. при й<0 н при о> I

корней нет Указание Постройте график

функции у — — хге- •"• (для поведения при
4

д--». 1-со cv и 117 пособия «Алгебра и начллп

анализа 10») 9. Два корпя при а € {— v'2~,
VrHj I — 1. 01UIУ 11. три корня при а € { -1.

0. l}. четыре корня при uf |—т/2*. --1 HJ
U11. V§~|. при |о|> V2 корней нет

10. — -i 12. a = — I, искомая точка @, — I)

13. В точке ( Q-,
-1 14. Указан

См задачу № 28 в § 45 пособия «Геометрия
Э- 10» 15. Указание Примените метод

математической индукции 16. Указание

См § 22 пособии «Геометрия 9- 10» Прове-
Проведите чере.ч С прямую, параллельную (АВ),
и через В прямую, параллельную (СМ)

17. Указ ание При гомотетии с центром А

и коэффициентом rjifT T°l|Ka D переходит

в точку D\ ? К?, а касательная (В('.\ к ок

ружности К в параллельную ей касатель

иую к окружности Ki

Белорусский государственный университет
им. В. И. Ленина

(см *Квант» Л» 5)

Математика

Вариант I

I. Л) |—оо. — 1|U] +«> [. 6) { I).

I-».

+ оо I 4. — I 5.
y

as—4ы при ы>2 3. fi

Вариант 2

4.

2 2

при о € I -л ¦ -у I < впрочем, случай

3
я= —можно не писать отдельно)

¦w ,

5. ———V2 cos п + I
и

a sin ^г

Вариант 3

I. |0. 1[ 2. S, -^V" при

S| =»/!+ I ПЛ

с 2х\

Sl — n(n+\) fipil X—

jr= — I 4. {- I) 5. ^ h3 • tgs n • sin p"

Физика

Физический факультет
и факультет радиофизики и электроники

I. Цилиндр опрокинется при yr.ie «

-arctR Д'Л22е

XlO3 кг/м3 — плотность воды I

3. Г-={1+п)ДГ

4-

5. 0,3 Л

6. Угол падения света подобрать нельзя

'• 1г
2Г,-\

~

3

Механико-математический факультет
и факультет прикладной математики

= 20 см

СМ

3. l-h+ [>ghafp (здесь р — плотность ртути)
4. Напряжениебудет достаточным

6. р*»(лф~и„)и —0.12 
7. d= Fin

Химический факультет

-V, 3

cos a

л

4! tf!=0,96fl,

-2-4

= 297 К (здесь я-0.01)2. Т

— посгоян

ная Планка, с — скорость света, е — заряд
электрона)

Вильнюсский государственный университет
им. В. Капсукаса

(см *Квйнт» № 5)

Математика

Вариант I

I. гк Решение Обозначим точку пересече-

пересечении медиан треугольника ABC через О Пло

щадн трсуюлышков PQR. POQ. QOR. ROP.
АОВ. ВОС. СОА обозначим соответственно

через q. qt. qif <fa. Q,. <?2. Qs Тогда
I OPI i 9

- (так К.К \OA\= ~\AK\ и

-1и,\AP\ \OQ\ I

Jpk]
lh

Job] T

¦S/ieL^SceLH SAOl"SCoi- следует SAeo = Sceo

Аналогично ScBf> = SACo Значит. Qi = Qz =

„

' n *>\ \OP\.\OQ\ 1

-Qs-T Поэтому-^-
^ -j^rJTJofiT =

8"
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Аналогично %\ =
•-. Л

г. 1 ; у/2~\,
J 3

2
\2

. 3. x ±
у

л j 1>

Тогда

Z)

Вариант 2

,
II

„ 1 —5+ViS'¦
12

*¦ 3. x = *. -^r
о

.. [-,: I
Физика

Вариант I

3. В калориметре будет смесь из /715 = 0,3 ki

воды и /hJ^O.T кг льда; температура смеси
/-(ГС.

4. Г = _~ = 0.12 м.

Вариант 2

3. Турнетнаходи к-и в точке с коордшштями
X—X,;+S COS (Iя*— 1.5 h.M II If— Ify + S s'n Ч**

4. tf- (/// —/-~0.34 Ом (здесь /-

— —¦ ток при корот-

коротком замик.чини. г — qIIS — сопротивление
предохранителя).

Новосибирский государственный уииверснте!
им. Ленинского комсомола

(см. «Кчанг» Л? 5)

Математика

Вариант I

I. 10 кд|Д|. Решение. Если положить
\ЛС\ = х (км), го

х 120 х х 120—*
— 4- =— Н .
fo v, v, vo

откуда х- WI. ??слн ( — нремя (в чпсаМ.

необходимое мотоинцянсту. дяижушемуся со

скоростью Уо км/), для преодоления расстоя-
расстояния от /1 до С, то

( iv,/=C0.

Отсюда, \ читы на я условие u~2vo. получаем

или чо€ 1о, 10}. Значение «о = 5 не удовлет-
удовлетворяет условию, так кик гогха лаже ни лре-

ололеннс рассеяния от А до С уйдет уже
12 часов. Второе значение удовлетворяет всем

условиям зодичи.

2. |~l-VT; —3|UI —I

3. х- ';* л i ink Указами е.

х 2^2[cos(.v-|.) .]
5 ..

""

-r ¦ ' K a 3 a н и °-

сторону DC и нроиедем нрям>к> BKW(AC)

(рнс. 5); Toi-да середина О отрезка СК —

митр окружности, о которой говорится в

условии.

п. 3 (- 2\Т. У к а л» и и е. HJap касается

плоскостей SAC н SA8; значит, его центр О

принадлежит биссектору SAD двугранного
угла SABC с ребром SA (здесь D середина
стороны ВС) Шар касается тюке плоскостей

SBC и ABC; значит. О принадлежит биссек-

биссектору двугранного угла с ребром ВС и линей-

линейным углом ADS. Таким образом. О лежит на

продолжении биссектрисы KD угла ADS

(рис.6). В плоскости ADS ироиедсм приму»

OF.L(AD) и прямую OF1 [AS). Тогда

lOE)±(ABC\ н \ОЕ}= Р. Опустим и» точ-

точки Е перпендикуляр ЕР на плоскость ASC.

Поскольку iOE)W(ASC), \EP\- R. Так как

iEAC)L(ASG). PZ(AC) Из Д.АЕР нахо-

находим R.

Вариант 2

1. Первый— 21W км. нт«|>о*- — 100 кч.

2. /B;I). (-2; —I). (-/Г; 4vtT). ('—V6";

-К'}-
3. д-Я+ {- |)*arcsiii'vl34~v3 +я<! t*€2|.
Указание. Данное урапненнс ранносилыю
урапненню

4 cos

f—4) -1-0:

В

Рис. 5.

м

6t
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4. г|?'ЧC—2V2~)fl!.Указание. Пересечение

есть сектор круга, окружность которого вписа-
вписана в &АВС (рис. 7)."
5. I.У к а з а и и е. Проведем плоскость через
I и (ЛГУ). Пусть [МП]—пересечение этой
плоскости с гранью АВВ\Л\ (рис. 8). Тогда
(Л1?)||(Л'Л') — прямые Л'/С. MX, ME н I обра-
образуют параллелограмм. Из подобия треуголь-
треугольников МАЕ и С|Л'Л' легко вывести [AfC|<
<\.\'К\. Значит, этот параллелограмм пересе-
пересекается с гранью ABCD и прямая / пересекается

с йен (в точке f). а не с ее продолжением.

Из подобия треугольников AiM\' и CKF легко
найти \KF\.

Физика

Вариант 1

1. Вгоризонтальном направлении на тело
массой m действует только сила трепни:

"»flrtll,^i/-'rJ. Отсюда

Flp | = tn |a | cos n -»mg sin n cos n.

2. Запишемначальные н конечные значения

давлений в различных'участках трубки. Па-
чяльные давления: рЛд = 2(>?Л-P. Pcn"VRh =
= pt'2. plt = 0. Конечные давления: pf=Qgh+
+ P'co-Pfc + PcO' Pcc-Ogh + pAB-'pP + р'лв-
По закону Бой-ля — Марнотта pABh — р'АЬх и

Реи'» —РоД^—*)• ГЛС х и 3h—д- — конеч-

конечные длины участков АВ и CD соответствен-

соответственно. В итоге получаем уравнение брЪ—\2ppf +

+ Ърг - 0. откуда рг
=р (I + I /V5~) (второй ко-

корми»
— со знаком «минус» в скобке — отбро-

отброшен, так как но смыслу задачи давление долж-

должно увеличиться).

3. По закону Фарааея напряжение на катуш-

катушке UL~--c- = Lr—r Так как ток в цепи растет

прямо пропорционально времени. U со време-

временем не изменяется и в любой момент / UL =» L—.

Следовательно, и напряжение на конденсато-

конденсаторе, равное напряжению на катушке, тоже

остается постоянным: -т^=^~^. где Qo —
Со С

начальный заряд на конденсаторе, q
— заряд,

ушедший с пластин конденсатора за время /,

С — емкость конденсатора в момент /. Из ра-

равенства L
-у найдем /:/

LC0
I. Тогда

ушедший с конденсатора заряд q = lzvt =

ния на конденсаторе найдем С:

С Иа постояиства иапрпже-

С=С0-

4. Приминимальной частоте вращения для

ра с водой в верхнем положении можно

записать: ть>г1 — тц. Отсюда v = g-
=

Jn
¦» «-'Л/; - Выбирая f~l м. g= 10 м/:*.

получаем v~v0,5 Гц.
5. Сразуже заметим, что никакой интерфе-
интерференции света в этом опыте наблюдаться не

может, так как электрическая лампочка —

источник некогерентного излучения. На ри-
рисунке 9 изображена схема эксперимента.
Здесь S — лампочка. S| и Sj — ее первые

изображения в зеркалах (в действительности

изображений бесконечно много, но для каче-
качественного объяснения явления достаточна рас-
рассмотреть лишь два изображения). На уча-
участок CD экрана падает лишь прямой свет

от лампочки, а на участки ВС и DE падает
как прямой свет, так и отраженный свет от

зеркал. Вот почему участки ВС и DE выглядят

светлее участка CD. Далее картина повторя-
повторяется но обе стороны от центральной полосы.

Вариант 2
I. Искомое расстояние I найдем из закона

сохранения энергии, перейдя я систему отсче-

отсчета, где заряженная плоскость покинтся:

Рис. ».
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no закону Менделеева — Клапейрона и закон)

2. Запишем равенство моментов сил относи-

относительно точки подвеса: mg iR—x) <*Mgx. Отсю-

Отсюда найдем плечо х силы Mg: х=—-'--гг-
т+м

Из рисунка к условию задачи следует, что

sin а = -=—- . Тогда окончательно
R +l {

а = arcsin -

Лвогадро:
PV- Здесь

3. Запишем условия равновесия поршня до

проникновения гелия: pa + mglS = pot и после

выравнивания концентрации гелия по всему

сосуду: mgtS = p'Ol. По закону Бонля — Ма-

риотта pOllS—p'0t(l + x)S. Окончательно для

величины х смешения поршни получи»

mg

4. Как известно,/>-|f|/S. Выбираем |A"|-~IH.
толщина линии rf~0.2 мм — 2 • 10~4 м. Тогда

р = Й~-А~з.1ом.а:
5. Очевидно, один из источников дает постоян-
постоянное напряжение, а второй — лсрсменное.
При переменном токе дуга существенно сла-
слабее, чем при постоянном (проявляется боль-
большое реактивное сопротивление катушки индук-
индуктивности)

Вариант 3

I. При температуре /|=100вС давление па-

паров воды равно Ю5 Па. то есть р/3. Следова-
Следовательно, парииалыгос давление воздухе под

поршнем станет равным 2/3 р. Из объединен-
объединенного газового закона найдем новое расстоя-
расстояние х от поршня до поверхности воды:

ph трх
И X «• — ¦

2. Разность потенциалов между точками

AA'UAA-= U. а между точками ВВ'1)ЬВ-^
U /,к—К| о

=
-»-

= и-———'. Знак модуля присутствует
о f+Н

потому, что вольтметр указывает абсолютное
значение напряжения. Учитывая оба знака

разности г—R, получим

г'2 при

2/- при R>r.

3. Минимальная скорость достигается, когда

контр тяжести части каната массой

(Я| = 1И—т—, образовавшем круговую петлю,

оказывается поднятым на высоту R:

& = migRm отсюда ^f
4. Выталкивающая сила, действующая на тело
человека со стороны воздуха, равна по мо-

модулю Fmta = QaoisVg. Объем V выразим через
массу человека т. учитывая, что плотность

¦ ела практически равна плотности воды:

V. = .Таким образом, FM,~

~ —'^-
mg. Плотность воздуха уМ1Я оценим

RT paVoT
¦

ро-10" Па. Го«273 К, Vo = 2,24« 10 г м'.
Взяв р~ро 10s Па. Г~300 К н знай е.с.,ы-
= 103 кг/fcr1, получаем, что 0юлмЛ>«счл~760.
Следовательно, выталкивающая сила меньше

силы тяжести приблизительно в 760 раз. Окон-
Окончательно для массы т—70 кг, F,MI—1 II.
5. В начальный момент манометр показывает

резкое падение давления. Оно обусловлено,
в основном, увеличением объема воздуха пол

поршнем. Затем давление увеличивается, пре-
превышая первоначальное значение. Это связано
с тем. что анетон интенсивно испаряется, при
этом давление его паров, а значит, к суммар-
суммарное давление на|>ов и воздуха, увеличивается.

Росту давления способствует и рост темпера-
температуры смеси до температуры окружающей
среды.

еКвант» для младших школьников

(см. «Квант» Л$ 4)

1. Решение: 7-9—2

3-1+2

4 = 8-4

При этих значениях букв можно составить
очень много тождеств. Вот некоторые из ннх.

ОЛ -ИМ+ ПИ + АЛ : А = 80.

(О+Л—И—М- П) • (ИА+Д) : А-80.

(О : (Л—И)+МП) • И + А+Д+ А = 80.

(О • Л—ИМ) + ПИА—ДА - 80.
О: (Л-И) «МНИ: А +Д :А = ё0.

(ОЛ—И +М) • (ПИ: А—Л :А)=80. .

2. F3!-61!)=61!F2. 63--D-6I! (G1—9|
G1 —Ш—IJ-6I! GI2—17- 71 -1-71) =61! -

• 71 • 55.

3. См.рисунок 10

4. Таккак Саша может стоить рядом только

с Мишей,- он — либо первый, либо послед-
последний. По впереди Миши стоит Юра, следова-

следовательно. Миша не может быть вторым, а по-

поэтому Миша — предпоследний, а Саша —

последний.
Очевидно, Олег стоит впереди Юры, а так как

Володя не стоит рядом с Олегом, он может

находиться только между Юрой и Мишей,
то есть в середине. Друзья стоят в очереди

в следующем порядке: Олег, Юра. Володя.
Миша и Саша.

5. Вдвоичной системе счисления.
6. Нарисунке 11 указан способ разрезания
данного треугольника на 8 равносторонних
треугольников. Чтобы гюлучнть 11 треуголь-
треугольников, достаточно один из полученных тре-

треугольников разрезать на четыре.

(см. «Квант» Л? 5)

1. Можно:на рисунке 12 показан один квад-

квадрат. Такие квадраты образуютси при каж-

каждом из 12 ребер куба.
2. 1 — Тнкон Педот. 2 1'иконИась,
3 — Педот Вась, 4 — Педот Тнкон. 5 — Тн-
кон Падей, 6 - Падей Остап. 7 — Падей
И.1ЛЯ, 8 — Остап Тикон.
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Рис. К). Рнс.

,*4
4. Могут:п бочке 4 насадки.

Действительно, из первого условия следует,

что две бочки уравнены с 20 ведрами кваса.

Поэтому одна бочка содержит 10 ведер кваса.

Так как 19 бочек t-1 насадка-f 15,5 ведер
ура вминаются с 20 бочками + 8 ведрами, то

I насадка + 15.5 ведер
— 8 ведер «•

- 20 бочек — 19 бочек;
I насаткэ -1 7.5 ведер =» I бочка:
I насадка -г 7.5 ведер = 10 ж-яер:
I нлеадка — 2.5 ведер.
Следовательно, н бочке 4 пасядкн.

5. См.рисунок 13: /1*/1,, #~Я| и так далее.

6. aba^ \Wa + №Ъ-г а - Ша-i H>b-I4«7« +
-f b)+3la t-ft).

то b

на 7.

делится

Рнс. 13.

Шахматная сграничк»

(см. «Квант» Л? л;

I. I. f4 Ф<|1 2. 15 а2 (черные пытаются осво-

освободиться, иначе после превращения белой
лемпкн в ферзя culver Ф1'3 и Ф\\\ х ( 3. ffi

КаЗ 4. f7 СЫ D...Кс4 5. \№ Ке5 Ь.

Kg4 + 7. Kp:h3 и 8. Ф»2Х) 5. !8Ф Лс2
6. Ф1ЗJ1ed2 (черных губит избыток фигур,
мешающих друг jipyiy; успей они сыграть

Лс1 н Лес2. белым бы не сдобровагь)
7. Ф:»13+ Кре2 8. Ф1Й л КрП 9. Kpg3! Kc4

(9....'1с1 10. Kpf3 Kpgl II. Фр[4+ н 12. Ф(т2х )
10. ФЫ+ Кре2 II. Kpg2 н 12. ФПх.
2. I.Кр е Фа1 2. h3! (пешка не торопится,
тонкость выяснится позднее) 2...Фй2 (фигур-то
у черных много, но пинаться в состоянии

один ферзь) 3. И4 Фа1 4. И5 Фа2 5. h6 Фа1
6. h7 Фа2 7. h8K! (неожиданное решение,
лли победы белым нужен конь) 7...Фа1 8. Kf7
Фа2 9. Кя5 Фа1 10 Кеб Фа2 П. К:с5 Фа1
12. КЬ7 Фп2 13. Kd6 Фя1 14. К с4 Фа2
15. Ка5 Фа! 1«. К:ЬЗх! (если бы белые
на втором ходу двинули свою пешку сразу
на два поля, то у них бы ничего не вышло —

всякий р;м. когда ноноивленмын конь нападал
на поле 1>3, черный ферзь защищал его. и дело

кончилось бы миром).
3. 1.Jlg4 + ! (белые ставят под бой третью

фигуру) I...Kph5 2. Kf7 Kp:»jl 3. Kh6- Kph5

4. K:g8Kpg6 5. Cf8!! (после Г>. Chf>? Kpf7
белые в нупшаиге) 5...Kpf7 6. Ch6! (взаимный
iiynuiaiir) 6...Kp:RK 7. Kp:e6 (снипл пзанмнын

нугцваш) 7...Kph8 8. Kpf7 e5 9. Cg7x.
Этюд содержит интересный .южный след:

5. Ch8?Kpf7! E...h5? 6. K:e7+ K.ph7 7. CF
с выигрышем-) f>- Kh6+ Kpg6 7. Kg8 Kpf7
8. Kh6+ Кркб 9. Kg-» I10M 10. Kf2 Kph7.
и слон пойман.
4. O...C:c7 (черные качили нонну. нк ход не

насчитывается) 1. Л:а7+ КрЬ8 2- Л:с7 Крав
3. КЬ6 KpbS 4. ЛЬ7Х!

Номер еотодцли"

А Нилщкии А |?гс>|4». И. Клумова.
Т Истровв A Cw.«"tK«ft. В. T»m>vihviob3 КЗ Шпхановнч

Номер оформали:
Ч ЯуОл». Г. Красиков Э Ил>лров.
А Пс1НОчэ(И«л М Стирок И. Сннрмом.

Зал. .1 Чсрнива

T M

Корректоры F. илиркива. В. Сорокина

I I.3U1S Москва. М 35. Б Ордынка. 21/10.
«Киавт. rc.i. 231.йЗ:*
Слан» и ивбор 28/111 КО
Подписано в tie'rari. 20.-V-8J

ф
b>wjta 70XI0H 1/)б. Фил. псч. л. I

Уся. веч. д 5.6 Уч.кад. д. 6.(й T-QUMI
Нема 30 коп. Закл< B3i>

Глраж 2nd 075

Чех<>Н1кпн ни комбинат

piu кимнтгтэ

по делам издательств, полиграфии

Г. Чщ<>|1, .Ч U&1.ICTH
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1. ДВУХКОПЕЕЧНАЯ
MOHF.TA. У моей дочери ест»

копилка, но я разрешаю ем

собирать только медные

монеты (дабы ие разориться).
Однажды мне срочно понадо-

понадобилась двухкопеечная монета,

чтобы позвонить, н я захотел

разбить копилку
с Не делай этого, если не

уверен, что в копилке напер-
няка есть двухкопсечнаи,—
заявила дочь. На копилке

указаны количество монет Л1

и сумма Л", которую оин со-

составляют. В каждом конкрет-

конкретном случае «иаченин М и Л'

легко можно решить, навер-

наверняка лн в копилке есть двух-

двухкопеечная монета, или оиа

может как быть, гак и не

быть».

сТы права»,— согласил-

согласился я н, едва взглянув иа за-

запись на копилке, разбил ее.

Как я догадался, что в

копилке наверняка найдется
хотя бы одна двухкопеечная

монета?

2. ЛАМПОЧКИ. Еже-

Ежедневно, каждый вечер, из са-

сарая забираются дрова. Для
освещения сарая нужно на

короткое время включить

свет. При включении света

в сети возникают экстратоки

ламыканнн, в результате чего

лампочка может перегореть.

При каждодневном включе-

включении и выключении света сред-
средний срок службы лампочки

составляет месяц.

Элсхгроэнергня в сарае
бесплатная, поэтому, с целью
экономии лампочек, свет в

сарае можно вообще не вы-

выключать. Однако и тогда,

из-за случайных флуктуации
тока в сети, лампочка пере-

перегорает в среднем опить же

ла месяц.

Таким образом, в обоих

режимах пользования светоч
в сарае лампочка в среднем

за месяц выходит из строя.

Каким образом можно про-
продлить средний срок службы
лампочки и чему равен мак-

максимальный срок?

М. Мамикон
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Цена 30 кол.

Индекс 70465

Как вы думаете: сколько пра-
правильных многоугольников,
вписанных в окружность еяи
ннчного радиуса, имеют пло-

площадь, величина которой вы-

выражается рациональным чи-

числом? Оказывается, всего

два — квадрат и двенад-

двенадцатиугольник; нх площади

равны, соответственно, двум
и трем. Очень красивое до-
доказательство того, что пло-

площадь правильного двенад-

двенадцатиугольника, вписанного в

единичную окружность, рав-
равна трем, принадлежит вен-

венгерскому математику, актив-

активному организатору венгер-
венгерских математических олимпн-

ад для школьников Й К ю р-

шаку A864—1933). Дока-
Доказательство следует из приво-

приводимого рисунка, где квадрат

со стороной 2 так разбит на

правильные треугольники и

равнобедренные треугольни-
треугольники с углами 15°, 15° и 150°.
что часть из них замащивает

площадь правильного две-

двенадцатиугольника, а с другой
стороны, тот же набор тре-
треугольников замащивает три

квадрата единичной площади.

Это доказательство также

является красивой демон-

демонстрацией теоремы Б о-

льяи — Гервнна о том,

что любые два равновеликих
многоугольника можно раз-
разбить на попарно конгруэнтные
части.

А. П.


